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Resumo
Este trabalho propo˜e um estudo de busca aleato´ria atrave´s de caminhadas de Le´vy
em ambientes fragmentados, ou seja, onde a distribuic¸a˜o de alvos e´ heterogeˆnea. Para a
construc¸a˜o do espac¸o de busca os alvos na˜o-destrutivos foram concentrados em reservas
circulares, e propriedades geome´tricas associadas ao ambiente foram variadas. O primeiro
caso estudado foi uma avaliac¸a˜o da busca a partir da fo´rmula tradicional para a eficieˆn-
cia, como a raza˜o entre o nu´mero de alvos encontrados e a distaˆncia percorrida. Nesta
situac¸a˜o, ambientes com fragmentac¸a˜o homogeˆnea e heterogeˆnea foram criados com dife-
rentes densidades de alvos. Em todas as configurac¸o˜es simuladas, o ma´ximo da eficieˆncia
energe´tica foi atingido em µ ≈ 2, que corresponde ao resultado previsto na literatura
para ambientes homogeˆneos e esparsos. Para incorporar caracter´ısticas do ambiente frag-
mentado no ca´lculo da eficieˆncia, foi proposta uma nova fo´rmula que beneficia estrate´gias
que visitam um nu´mero maior de reservas durante a busca. Nesta situac¸a˜o, em reservas
densas se observa uma translac¸a˜o nos valores o´timos de µ para a esquerda no intervalo
1, 1 ≤ µ < 2, sendo que em reservas esparsas o ma´ximo continua em µ ≈ 2. Por fim,
o crite´rio de parada para as simulac¸o˜es foi alterado e o forrageador deve visitar todas as
reservas para completar a busca. Com esta regra diferente, as estrate´gias o´timas voltam
a ser atingidas para µ ≈ 2 independente da densidade de alvos.
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Abstract
This work proposes a study in random search processes using Le´vy walks in fragmented
environments, that is, the targets distribution is heterogeneous. In the construction of
the search space the non-destructive targets were concentrated in circular patches, and
the geometrical properties of the environment were varied. The first studied case was an
analysis of the search through the traditional efficiency formulation, given by the ratio
between the found targets and the covered distance. In this situation, homogeneous and
heterogeneous fragmented environments were created with different targets densities. In
all the simulated configurations, the maximum of the energetic efficiency was reached
in µ ≈ 2, which is the expected result in the literature for homogeneous and sparse
environments. To incorporate the features of the fragmented environment in the efficiency
formula, it was proposed a new calculation that benefits strategies who visits a larger
number of patches during the search. In this case, for dense patches it can be observed
a left translation in the optimal values of µ in the interval 1.1 ≤ µ < 2, and in sparse
patches the maximum continues in µ ≈ 2. Lastly, the stop condition for the simulations
was changed and the forager must visit all the patches to finish its search. With this
different rule, the optimal strategy is achieved for µ ≈ 2, regardless of the targets density.
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Capı´tulo 1
Introduc¸a˜o
Processos de busca sa˜o fenoˆmenos comuns e presentes em uma grande variedade de
problemas [1], da biologia molecular (prote´ınas em busca da sua posic¸a˜o na cadeia de
DNA [2]) ao padra˜o de movimento de pessoas no espac¸o [3]. Uma das classes de processos
de busca mais estudadas e´ a busca realizada por animais na natureza (forrageamento),
seja procurando alimento, abrigo ou mesmo parceiros [4]. Diversos modelos teo´ricos fo-
ram desenvolvidos para este tipo de busca, entre eles a teoria do forrageamento o´timo
[5] que estabelece que os animais realizam a busca de modo que seu ganho energe´tico e´
maximizado.
A partir de observac¸o˜es emp´ıricas [6], um modelo bastante consolidado para o forra-
geamento foi feito em termos de caminhadas de Le´vy, onde o comprimento dos passos na˜o
possui escala caracter´ıstica e o processo segue uma difusa˜o anoˆmala [7]. A distribuic¸a˜o
dos passos nas caminhadas de Le´vy segue uma lei de poteˆncias P (ℓ) ∼ ℓ−µ, e a variac¸a˜o
do expoente µ proporciona uma transic¸a˜o cont´ınua entre o movimento bal´ıstico (µ → 1)
e browniano (µ > 3). Para estes casos, o resultado central e´ o estabelecimento de uma
estrate´gia o´tima para a busca associada a µ ≈ 2 em distribuic¸o˜es de alvos esparsas e na˜o-
destrutivas, confirmado em diversos trabalhos para uma variedade de espe´cies animais [8].
A distribuic¸a˜o de recursos na natureza na˜o segue necessariamente uma distribuic¸a˜o
homogeˆnea, premissa inicial de muitos modelos computacionais para forrageamento. Usu-
almente os recursos encontram-se distribu´ıdos de forma heterogeˆnea e aglomerados em
reservas separadas por um espac¸o vazio, o que caracteriza um ambiente fragmentado [9].
A modelagem da dinaˆmica da busca em ambientes fragmentados necessita de aspectos
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2adicionais sobre o comportamento do animal, como realizar deciso˜es em func¸a˜o da sua
energia interna e densidade de recursos nas suas proximidades [10]. Na literatura, estudos
indicam que alternar regimes de busca intensivos no interior da reserva de alvos e exten-
sivos no espac¸o vazio pode aumentar o ganho energe´tico do buscador [11]. Ale´m disso, a
partir da ana´lise do movimento realizado pelos animais no espac¸o pode-se identificar as
a´reas mais favora´veis para a obtenc¸a˜o de recursos e incentivar a manutenc¸a˜o e preservac¸a˜o
das mesmas, mantendo a biodiversidade na regia˜o. Outro aspecto relacionado ao forrage-
amento em ambientes fragmentados esta´ no comportamento de espe´cies migrato´rias [12]
que necessitam de diferentes habitats para o seu desenvolvimento. Trabalhos emp´ıricos
[13, 14] envolvendo forrageamento em ambientes fragmentados sustentam que em regio˜es
de alta densidade de alimento e´ realizado um movimento browniano durante a localizac¸a˜o
dos alvos, enquanto que quando os recursos sa˜o distribu´ıdos de forma esparsa o expoente
o´timo µ ≈ 2 e´ observado.
O ambiente fragmentado estudado neste trabalho e´ constru´ıdo a partir de reservas de
alvos circulares separadas pelo espac¸o vazio. E´ simulada enta˜o uma busca na˜o-destrutiva
(onde os alvos permanecem dispon´ıveis apo´s a sua detecc¸a˜o) sobre este ambiente, realizada
por forrageadores que executam caminhadas de Le´vy ate´ o crite´rio de parada ser atin-
gido. A configurac¸a˜o do ambiente e´ variada, e foram estudados fragmentos homogeˆneos
e heterogeˆneos. As regras de busca que regem o movimento consideram buscadores sem
memo´ria, de modo que o processo e´ bastante geral. Para avaliar a busca, inicialmente e´
usada a mesma fo´rmula para eficieˆncia energe´tica do caso homogeˆneo, que e´ simplesmente
a raza˜o entre os alvos encontrados e a distaˆncia percorrida durante a busca. Tambe´m
foram definidas grandezas auxiliares para a caracterizac¸a˜o do comportamento de cada
estrate´gia e que deram base a` interpretac¸a˜o dos resultados. Uma fo´rmula mais espec´ıfica
para a eficieˆncia com termos caracter´ısticos da fragmentac¸a˜o tambe´m foi desenvolvida.
A presente dissertac¸a˜o esta´ organizada da seguinte forma. Uma revisa˜o com os con-
ceitos de mecaˆnica estat´ıstica, estat´ıstica e ecologia utilizados no desenvolvimento do
trabalho e´ apresentada no cap´ıtulo 2. O problema simplificado da busca em ambientes
com apenas uma reserva sera´ abordado no cap´ıtulo 3, com ana´lises quantitativas e visuais
das estrate´gias de busca µ em resposta a` configurac¸a˜o do ambiente. Ambientes com va´rias
reservas sera˜o explorados no cap´ıtulo 4, onde os impactos da fragmentac¸a˜o sobre a eficieˆn-
cia do forrageador sa˜o discutidos de modo a determinar quais configurac¸o˜es conduzem a
uma melhor performance de busca. Tambe´m sa˜o constru´ıdos ambientes com fragmentac¸a˜o
3heterogeˆnea, que possibilitam generalizar os resultados obtidos ate´ enta˜o. Uma eficieˆncia
mista, com termos particulares para a busca em ambientes fragmentados e´ apresentada
no cap´ıtulo 5. Esta nova eficieˆncia considera que os buscadores devem otimizar va´rias
tarefas durante a caminhada, como a diversidade das reservas visitadas e uma busca onde
os alvos sa˜o detectados de forma mais equilibrada. A partir do mesmo ca´lculo da nova
eficieˆncia, e´ utilizado um novo crite´rio de parada onde os buscadores devem encontrar
todas as reservas antes de finalizar a caminhada. Finalmente, as concluso˜es obtidas, bem
como os trabalhos futuros esta˜o apresentados no cap´ıtulo 6.
Capı´tulo 2
Teoria de Caminhadas Aleato´rias e o
Problema de Busca
Neste cap´ıtulo sera´ feita uma introduc¸a˜o aos principais conceitos e teorias usados no
desenvolvimento do presente trabalho. Primeiramente, sera´ feita uma revisa˜o de cami-
nhadas aleato´rias e movimento browniano, modelos bastante estudados com aplicac¸o˜es
em diferentes a´reas da f´ısica. Na sequeˆncia, sera˜o apresentados importantes to´picos em
estat´ıstica que fornecem o suporte matema´tico ao modelo, como a distribuic¸a˜o normal,
o teorema do limite central, as distribuic¸o˜es esta´veis de Le´vy e finalmente o teorema do
limite central generalizado. A segunda parte da revisa˜o direciona-se a uma abordagem
multi-disciplinar do problema da busca aleato´ria, em especial o forrageamento realizado
por animais na natureza. A fragmentac¸a˜o de ambientes, bem como as teorias o´timas de
forrageamento em espac¸o fragmentado foram revisadas em detalhes, pois contribu´ıram
significativamente no desenvolvimento do modelo.
2.1 A Caminhada Aleato´ria
Caminhada aleato´ria e´ um modelo muito simples que descreve fenoˆmenos em diversas
a´reas da f´ısica, como no magnetismo, na difusa˜o de mole´culas em gases e o´tica [15]. A
forma mais simples de se abordar o problema e´ estuda´-lo em uma dimensa˜o utilizando
conceitos elementares da teoria de probabilidades.
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Figura 2.1: Modelo de caminhada aleato´ria unidimensional onde o caminhante inicia o
processo na origem e executa passos de comprimento fixo l para a direita com probabili-
dade p e esquerda com probabilidade q.
Seja um caminhante aleato´rio que executa saltos de comprimento fixo l em duas
direc¸o˜es poss´ıveis, no caso, direita e esquerda como ilustra a figura-2.1. Ele realiza n1
passos para a direita com probabilidade p e n2 passos para a esquerda com probabilidade
q = 1 − p, sendo estes saltos mutuamente independentes. Deseja-se enta˜o determinar a
probabilidade PN(m) de encontrar o caminhante na posic¸a˜o x = ml (−N ≤ m ≤ N) apo´s
ele executar N passos. A varia´vel m e´ definida como a distaˆncia l´ıquida percorrida, ou
seja, m = n1 − n2. Para uma caminhada iniciada na origem, a posic¸a˜o x pode ser escrita
como:
x = (n1 − n2)l = ml. (2.1)
Considerar passos mutuamente independentes implica que a probabilidade de n1 pas-
sos serem realizados para a direita e n2 para a esquerda independe da sequeˆncia de saltos,
e pode ser escrita como:
p.p.p...p× q.q.q...q = pn1qn2 . (2.2)
O nu´mero de combinac¸o˜es poss´ıveis de distribuir n1 passos para a direita e n2 passos para
a esquerda N !
n1!n2!
vem da ana´lise combinato´ria, e a probabilidade PN(n1) de o caminhante
executar n1 passos para a direita e n2 para a esquerda de um total de N passos e´ dada
pela distribuic¸a˜o binomial:
PN(n1) =
N !
n1!(N − n1)!p
n1qN−n1 . (2.3)
Escrevendo n1 e n2 em termos de N e m, tem-se:
n1 =
N +m
2
e n2 =
N −m
2
, (2.4)
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e a expressa˜o (2.3) e´ reescrita como:
PN(m) =
N !(
N+m
2
)
!
(
N−m
2
)
!
p
N+m
2 (1− p)N−m2 . (2.5)
E´ poss´ıvel escrever a equac¸a˜o (2.5) no limite em que N e´ suficientemente grande em termos
de varia´veis cont´ınuas, estabelecendo uma relac¸a˜o entre a caminhada aleato´ria simples e a
equac¸a˜o da difusa˜o. Se τ e´ o tempo gasto em um salto, enta˜o PN(m) da equac¸a˜o (2.5) pode
ser interpretada como a probabilidade do caminhante estar na posic¸a˜o x = ml no instante
de tempo Nτ . Para satisfazer isto, o caminhante precisar estar na posic¸a˜o x = (m− 1)l
ou x = (m+ 1)l no tempo t = (N − 1)τ . Escrevendo a relac¸a˜o de recorreˆncia:
PN+1(m) = pPN(m− 1) + qPN(m+ 1), (2.6)
temos que o processo de caminhada aleato´ria e´ Markoviano, pois o estado atual do sis-
tema so´ depende do estado imediatamente anterior, e na˜o de todo o histo´rico de evoluc¸a˜o
do processo. Considerando N suficientemente grande, a func¸a˜o discreta PN(m) pode ser
substitu´ıda por uma func¸a˜o cont´ınua η(Nτ,ml) = η(t, x) que descreve a quantidade de
part´ıculas por unidade de comprimento em torno de x num instante arbitra´rio. Substi-
tuindo η(t, x) na relac¸a˜o de recorreˆncia (2.6) temos:
η(t+ τ, x) = pη(t, x+ l) + qη(t, x− l). (2.7)
Ao expandir a equac¸a˜o (2.7) em se´ries de Taylor ate´ segunda ordem e simplificando para
o caso onde p = q = 1/2, a equac¸a˜o da difusa˜o generalizada e´ obtida [16]:
τ
2
∂2η
∂t2
+
∂η
∂t
= D
∂2η
∂x2
, (2.8)
onde D, o coeficiente de difusa˜o, e´ dado por D = l2/2τ . Ao considerar o limite1
τ
∂2η
∂t2
≪ ∂η
∂t
, (2.9)
1A soluc¸a˜o da equac¸a˜o (2.8) sem a simplificac¸a˜o apresentada e´ desenvolvida em termos de uma equac¸a˜o
de onda amortecida e pode ser encontrada em [16].
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a equac¸a˜o (2.8) e´ reduzida a` equac¸a˜o da difusa˜o normal:
∂η
∂t
= D
∂2η
∂x2
, (2.10)
cuja soluc¸a˜o e´ dada por:
η(x, t) =
N√
4πDt
e−
x2
4Dt . (2.11)
Ou seja, a distribuic¸a˜o passa a ser uma gaussiana de me´dia 0 (considerou-se que a cami-
nhada inicia na origem) e de variaˆncia 2Dt, resultado que sera´ verificado no movimento
browniano da pro´xima sec¸a˜o. Outra conexa˜o importante esta´ no fato de que a distri-
buic¸a˜o gaussiana e´ o limite da soma de varia´veis aleato´rias ideˆnticas e independentes
(sec¸a˜o-2.3.1), portanto e´ natural que no tratamento cont´ınuo da caminhada aleato´ria a
distribuic¸a˜o normal seja verificada.
2.2 O Movimento Browniano
O movimento browniano surgiu com a observac¸a˜o do movimento aleato´rio de part´ı-
culas de po´len imersas em a´gua feita pelo botaˆnico Robert Brown em 1827. Processos
dinaˆmicos fundamentais na f´ısica sa˜o descritos utilizando o movimento browniano, como
transporte molecular em l´ıquidos, difusa˜o atoˆmica e molecular em superf´ıcies, movimento
de microorganismos, entre outros. Dois trabalhos pioneiros e independentes propuseram-
se a descrever matematicamente o problema: Albert Einstein, em 1905 [17] e Langevin
em 1908 [18]. Nesta sec¸a˜o sera´ feita uma abordagem sucinta com os me´todos e resultados
obtidos nestes dois trabalhos.
Em seu artigo sobre movimento browniano Einstein propoˆs que a agitac¸a˜o te´rmica mo-
lecular do fluido era responsa´vel por coliso˜es entre a part´ıcula em suspensa˜o e as mole´culas
do fluido. Concluiu enta˜o que devido a essas coliso˜es a part´ıcula descreve o movimento
irregular observado por Brown. Uma das contribuic¸o˜es importantes presentes em [17] foi
a expressa˜o para o coeficiente de difusa˜o D:
D =
RT
6πηaNA
, (2.12)
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onde R e´ a constante universal dos gases, T a temperatura, η a viscosidade do fluido, a o
raio das part´ıculas e NA o nu´mero de Avogadro. Esta expressa˜o tambe´m foi precursora do
teorema da flutuac¸a˜o-dissipac¸a˜o, ferramenta utilizado com frequeˆncia na f´ısica estat´ıstica.
A partir do trabalho experimental desenvolvido por Jean Perrin medindo as grandezas
presentes na relac¸a˜o (2.12) a teoria atoˆmica foi consolidada com a obtenc¸a˜o do nu´mero
de Avogadro. Em seu desenvolvimento Einstein escreveu a equac¸a˜o da difusa˜o para o
problema e a partir dela obteve o desvio quadra´tico me´dio (variaˆncia) σ2 da part´ıcula e a
sua relac¸a˜o com o coeficiente de difusa˜o D:
σ2 =
RTt
3πηaNA
= 2Dt. (2.13)
A dependeˆncia temporal de σ2 em (2.13) e´ um resultado-chave que caracteriza a difusa˜o
normal do movimento browniano.
Langevin em [18] propoˆs uma demonstrac¸a˜o mais simples aos resultados obtidos por
Einstein para o movimento browniano. O movimento da part´ıcula agora e´ descrito por
uma equac¸a˜o diferencial com um termo macrosco´pico correspondendo a` forc¸a de Stokes
(proporcional a` velocidade da part´ıcula) e outro termo microsco´pico que descreve as coli-
so˜es aleato´rias entre as mole´culas do fluido e a part´ıcula. Em uma dimensa˜o, a equac¸a˜o
de Langevin e´ dada por [15, 19]:
mx¨ = −αx˙+ F (t), (2.14)
onde m e´ a massa da part´ıcula, α uma constante relacionada ao fluido e x, x˙ e x¨ sua
posic¸a˜o, velocidade e acelerac¸a˜o respectivamente. A forc¸a aleato´ria F (t) representa o
bombardeamento incessante das mole´culas do fluido sobre a part´ıcula [20], possui valor
esperado nulo 〈F (t)〉 = 0 e satisfaz a relac¸a˜o 〈F (t)F (t′)〉 = Bδ(t−t′), ou seja, os impactos
na part´ıcula sa˜o independentes. A soluc¸a˜o para a equac¸a˜o (2.14) e´ dada por [19]:
x = x0 +
v0
γ
(1− e−γt) + 1
mγ
∫ t
0
dt′′F (t′′)(1− eγ(t′′−t)), (2.15)
com γ = α/m, e x0 e v0 sa˜o a posic¸a˜o e a velocidade da part´ıcula em t = 0. Usando
as propriedades da func¸a˜o F (t) e calculando a me´dia da equac¸a˜o (2.15), o deslocamento
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Figura 2.2: Movimento browniano simulado para N = 103 passos.
me´dio da part´ıcula e´ dado por:
〈x〉 = x0 + v0
γ
(1− e−γt). (2.16)
Finalmente, pode-se obter a variaˆncia σ2 a partir das equac¸o˜es anteriores:
σ2 =
〈
x2
〉− 〈x〉2 = 2kBT
mγ
[
t− 2
γ
(1− e−γt) + 1
2γ
(1− e−2γt)
]
, (2.17)
e no limite de t→∞, o termo dominante e´ o linear em t e chega-se a` relac¸a˜o2:
σ2 =
2kBT
mγ
t = 2Dt. (2.18)
A equac¸a˜o (2.18) possui a mesma forma de (2.13), pore´m os resultados foram obtidos a
partir de diferentes formulac¸o˜es. A figura-2.2 traz uma ilustrac¸a˜o de trajeto´ria browniana.
2.3 Distribuic¸a˜o Normal
Varia´veis que seguem uma distribuic¸a˜o normal (ou gaussiana) sa˜o observadas com
grande frequeˆncia na f´ısica, como a posic¸a˜o da part´ıcula browniana discutida na sec¸a˜o
2A constante γ para as part´ıculas onde o movimento browniano e´ observado assume valores da ordem
de 10−8s [18]. Portanto, no limite t→∞ o termo linear em t e´ preservado.
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anterior. De fato, foi uma das primeiras distribuic¸o˜es utilizadas na teoria de propagac¸a˜o
de erros e e´ um caso-limite na soma de varia´veis aleato´rias com variaˆncia finita.
Uma varia´vel X segue uma distribuic¸a˜o normal de me´dia m e variaˆncia σ2 quando
sua func¸a˜o densidade de probabilidades3 e´ a seguinte [21, 22]:
f(x) =
1
σ
√
2π
e−
(x−m)2
2σ2 , x ∈ R, m ∈ R, σ > 0, (2.19)
e escreve-se X ∼ N (m, σ2). A func¸a˜o distribuic¸a˜o associada a (2.19) na˜o possui expressa˜o
anal´ıtica e e´ dada por:
F (x) =
1
σ
√
2π
∫ x
−∞
e−
(t−m)2
2σ2 dt. (2.20)
A distribuic¸a˜o normal e´ sime´trica e cont´ınua para todos os valores de X no intervalo
−∞ < X < ∞, sendo que dois paraˆmetros (m e σ) a definem completamente. Esta
distribuic¸a˜o possui seus valores tabelados na forma padra˜o N (0, 1), ja´ que uma simples
mudanc¸a de varia´veis nos paraˆmetros iniciais (u = (t − m)/σ) da integral (2.20) reduz
qualquer varia´vel aleato´ria que segue uma distribuic¸a˜o normal em termos de N (0, 1).
2.3.1 O Teorema do Limite Central
Um importante teorema da probabilidade relaciona a distribuic¸a˜o normal como o
limite da soma de varia´veis aleato´rias independentes. O teorema do limite central (TLC)
garante que a soma de n varia´veis independentes Xi (de me´dia e variaˆncia finitas) no
limite n → ∞ tende a` distribuic¸a˜o normal de probabilidades. Segue abaixo o enunciado
do teorema [22].
Teorema do Limite Central
Sejam X1, X2, . . . varia´veis aleato´rias independentes que seguem a mesma distribuic¸a˜o F
com me´dia m = 0 e variaˆncia σ2 = 1. No limite em que n→∞ a distribuic¸a˜o das somas
normalizadas:
Sn =
(X1 + . . .+Xn)√
n
(2.21)
seguira´ a distribuic¸a˜o normal com densidade n(x) = e−
1
2
x2/
√
2π.
3A func¸a˜o densidade de probabilidades (f.d.p) e´ uma func¸a˜o na˜o-negativa utilizada na representac¸a˜o
da distribuic¸a˜o de probabilidades para varia´veis cont´ınuas. Se a densidade de uma varia´vel aleato´ria e´
dada por f(x), enta˜o o intervalo [x, x+ dx] possui probabilidade f(x)dx.
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2.4 Distribuic¸a˜o de Le´vy
Na modelagem da caminhada aleato´ria utilizada no trabalho e´ utilizada a forma as-
sinto´tica truncada da distribuic¸a˜o de Le´vy para o comprimento dos passos do buscador
e uma distribuic¸a˜o uniforme para as orientac¸o˜es dos saltos. Este me´todo foi usado em
[7] para justificar a estrate´gia o´tima encontrada em trabalhos com observac¸o˜es de forra-
geamento [6]. Tecnicamente, existem dois termos diferentes para descrever processos de
Le´vy: Voˆos de Le´vy, que consistem em um deslocamento instantaˆneo entre duas posic¸o˜es
(implicando em uma velocidade infinita), e Caminhadas de Le´vy, onde um tempo t e´ gasto
para percorrer a distaˆncia do salto [23]. Na f´ısica, processos de Le´vy sa˜o observados em
sistemas com difusa˜o turbulenta, dinaˆmica na˜o-linear, difusa˜o anoˆmala em fluidos [24] e
no padra˜o de difusa˜o anoˆmala da luz em determinados materiais o´pticos [25].
2.4.1 Distribuic¸o˜es Esta´veis de Le´vy
Distribuic¸o˜es esta´veis podem ser consideradas como uma generalizac¸a˜o da distribuic¸a˜o
normal, uma vez que tambe´m constituem um limite para a soma de varia´veis aleato´rias
independentes. Formalmente [22], sejam X, X1, X2, . . . varia´veis aleato´rias independentes
que seguem uma mesma distribuic¸a˜o R e Sn = X1+. . .+Xn. A distribuic¸a˜o R sera´ esta´vel
se para cada n existirem constantes positivas cn e γn tais que
4:
Sn
d
= cn + γn. (2.22)
A distribuic¸a˜o R sera´ estritamente esta´vel quando a igualdade (2.22) e´ satisfeita com
γn = 0.
Era um fato conhecido na e´poca que a distribuic¸a˜o normal possu´ıa a propriedade
(2.22), e Paul Le´vy se dedicou a pesquisar a existeˆncia de mais distribuic¸o˜es esta´veis. As
soluc¸o˜es encontradas por Le´vy possu´ıam variaˆncia (segundo momento) infinita, e a sua
4O s´ımbolo
d
= representa a igualdade de distribuic¸o˜es, ou seja, as expresso˜es possuem a mesma func¸a˜o
de distribuic¸a˜o [26].
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forma geral em termos da sua func¸a˜o caracter´ıstica5 e´ dada por [27]:
lnϕ(q) =


iµq − γ|q|α
[
1− iβ q
|q|
tan
(
pi
2
α
)]
[α 6= 1]
iµq − γ|q|
[
1 + iβ q
|q|
2
pi
ln |q|
]
[α = 1]
(2.23)
com 0 < α ≤ 2, γ > 0, µ ∈ R e β pertence ao intervalo [−1, 1]. O paraˆmetro de estabi-
lidade α esta´ relacionado com a curtose (medida do “achatamento” do pico da f.d.p.) da
distribuic¸a˜o. O paraˆmetro β representa a assimetria da curva em relac¸a˜o a` me´dia. Distri-
buic¸o˜es sime´tricas sa˜o aquelas que possuem β = 0. O paraˆmetro de escala γ relaciona-se
com a largura da distribuic¸a˜o. Finalmente, µ e´ a me´dia da distribuic¸a˜o. A forma anal´ıtica
para as distribuic¸o˜es esta´veis de Le´vy so´ existe para treˆs combinac¸o˜es dos paraˆmetros α
e β, que esta˜o ilustradas na figura-2.3:
• α = 1/2, β = 1 (Le´vy-Smirnov);
• α = 1, β = 0 (Lorentziana);
• α = 2, β = 0 (Distribuic¸a˜o Normal).
Para simplificar a expressa˜o (2.23), considera-se o caso de distribuic¸o˜es esta´veis sime´tricas
(β = 0) e com me´dia µ = 0. Sob essas condic¸o˜es, a famı´lia de distribuic¸o˜es esta´veis de
ı´ndice α e fator de escala γ possui como func¸a˜o caracter´ıstica:
ϕ(q) = e−γ|q|
α
, (2.24)
e atrave´s de uma transformada cosseno de Fourier obte´m-se a func¸a˜o distribuic¸a˜o esta´vel
caracterizada por α e γ:
PL(x) =
1
π
∫ ∞
0
e−γ|q|
α
cos(qx)dq. (2.25)
Particularizando a equac¸a˜o (2.25) para γ = 1 e fazendo uma expansa˜o para grandes
valores de x (|x| ≫ 0):
PL(|x|) ∼ |x|−(1+α). (2.26)
5Para uma varia´vel aleato´ria X a sua func¸a˜o caracter´ıstica e´ dada por ϕX(t) = E[e
itX ], ou seja, e´ o
valor esperado de eitX . No caso especial onde fX e´ a func¸a˜o distribuic¸a˜o de probabilidades de X , tem-se
que ϕX e´ a transformada de Fourier de fX .
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Figura 2.3: Distribuic¸o˜es esta´veis de Le´vy para os paraˆmetros discutidos no texto. A
curva preta cont´ınua corresponde a` distribuic¸a˜o de Le´vy-Smirnov, com α = 1/2 e β = 1.
A distribuic¸a˜o Lorentziana esta´ representada na curva cinza sombreada, com α = 1 e
β = 0. Finalmente, a distribuic¸a˜o normal e´ a curva preta tracejada com α = 2 e β = 0.
Nas treˆs situac¸o˜es, o paraˆmetro γ foi fixado em γ = 1 e a me´dia mantida µ = 0.
O fato de a forma assinto´tica6 da func¸a˜o de probabilidades ser uma lei de poteˆncias possui
importantes implicac¸o˜es. Uma delas e´ que o valor esperado de |x|n (E{x} = ∫∞
−∞
xp(x)dx)
diverge para n ≥ α quando α < 2. Em particular, a variaˆncia para todos os processos de
Le´vy com α < 2 e´ infinita, e o problema na˜o possui uma escala caracter´ıstica. A figura-2.4
traz algumas trajeto´rias onde o comprimento ℓ dos passos esta´ distribu´ıdo de acordo com
a expressa˜o (2.26).
2.4.2 O Teorema do Limite Central Generalizado
O teorema do limite central discutido na sec¸a˜o-2.3.1 compreende apenas varia´veis
aleato´rias com distribuic¸o˜es que possuem a me´dia e variaˆncia finitas, o que na˜o e´ o caso
das distribuic¸o˜es com variaˆncia divergente discutidas na sec¸a˜o-2.4.1. Uma generalizac¸a˜o
deste resultado, o teorema do limite central generalizado (TLC-G) conecta as distribuic¸o˜es
esta´veis de Le´vy a` soma de varia´veis de variaˆncia infinita.
De modo simplificado, o TLC-G garante que a soma de N varia´veis independentes
cujas distribuic¸o˜es de probabilidade apresentam um comportamento assinto´tico de lei de
6Neste trabalho sera´ usado o termo distribuic¸a˜o de Le´vy para a forma assinto´tica apresentada na
expressa˜o (2.26).
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µ = 1, 5
µ = 2, 0µ = 2, 5
µ = 3, 0
Figura 2.4: Trajeto´rias geradas pela distribuic¸a˜o (2.26) onde µ = 1 + α. A distaˆncia
percorrida nos quatro exemplos foi L = 103. O comportamento superdifusivo de µ → 1
e´ observado para µ = 1, 5, enquanto que a difusa˜o normal faz com que o caminhante de
expoente µ = 3, 0 na˜o se afaste do local de in´ıcio da caminhada.
poteˆncias pi(xi) ∼ |xi|−(1+α) (0 < α < 2) ira´ tender (N → ∞) a` distribuic¸a˜o de Le´vy
PL(x) com ı´ndice α [28, 29]. Portanto, as distribuic¸o˜es esta´veis de Le´vy sa˜o atratores para
a adic¸a˜o de varia´veis aleato´rias com variaˆncia infinita [30]. A demonstrac¸a˜o do teorema
do limite central generalizado pode ser encontrada em [22].
2.4.3 A Distribuic¸a˜o de Le´vy Truncada
A divergeˆncia da variaˆncia da distribuic¸a˜o de Le´vy limita a interpretac¸a˜o de dados
reais de grandezas que possuem um bom ajuste com a parte central da distribuic¸a˜o.
Usualmente, as varia´veis em que se observam voˆos de Le´vy possuem uma limitac¸a˜o espacial
no sistema, o que faz com que na˜o sejam observados os saltos de tamanho arbitra´rio
previstos na distribuic¸a˜o. De modo a evitar a divergeˆncia da variaˆncia, foi proposto um
truncamento [31]:
P (x) =


0 x > l
cPL(x) −l ≤ x ≤ l
0 x < −l
(2.27)
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onde PL(x) e´ a distribuic¸a˜o (2.25) e c uma constante de normalizac¸a˜o. A constante l
representa o valor ma´ximo a partir do qual os valores sera˜o truncados. Como essa dis-
tribuic¸a˜o truncada passa a ter variaˆncia finita, a convergeˆncia de n (quando n → ∞)
varia´veis i.i.d. {x} que seguem (2.27) obedece ao teorema do limite central [30].
2.4.4 Difusa˜o Normal e Difusa˜o Anoˆmala
Processos que apresentam difusa˜o normal (como a part´ıcula browniana) possuem como
caracter´ıstica uma dependeˆncia linear entre o deslocamento quadra´tico me´dio e o tempo,
ou seja: 〈
x2(t)
〉 ∼ K1t. (2.28)
Uma classe diferente de processos possui uma relac¸a˜o na˜o-linear entre o deslocamento
quadra´tico me´dio e o tempo, e sa˜o classificados como processos de difusa˜o anoˆmala:
〈
x2(t)
〉 ∼ Kαtα. (2.29)
Sistemas caracterizados por difusa˜o anoˆmala ja´ possu´ıam um formalismo matema´tico
pro´prio (equac¸o˜es diferenciais fraciona´rias [32]) quando foram observados em 1975 no
transporte de ele´trons em semicondutores amorfos sob a ac¸a˜o de um campo ele´trico [33].
Pode-se separar processos de difusa˜o anoˆmala em subdifusivos e superdifusivos de acordo
com o valor de α (ver figura-2.4.4) na expressa˜o (2.29). Sistemas que apresentam subdifu-
sa˜o (0 < α < 1) em geral apresentam armadilhas que desaceleram a evoluc¸a˜o do sistema e
sa˜o verificados, por exemplo, no transporte de part´ıculas na a´gua em meio subterraˆneo. O
armadilhamento observado em processos subdifusivos tem origem em uma lei de poteˆncia
na distribuic¸a˜o do tempo de espera ψ(t) ∼ t−1−β. Dessa forma na˜o existe tempo de espera
caracter´ıstico, uma vez que a variaˆncia diverge e t pode assumir valores arbitrariamente
longos [34]. Os processos superdifusivos (1 < α < 2) possuem divergeˆncia na variaˆncia
da sua distribuic¸a˜o de probabilidades, e sa˜o encontrados, por exemplo, na dispersa˜o de
poluentes na atmosfera e nas caminhadas de Le´vy.
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Figura 2.5: Classificac¸a˜o dos processos de difusa˜o em func¸a˜o do expoente α da expressa˜o
(2.29).
2.5 Forrageamento Biolo´gico
A dinaˆmica que envolve a busca por alimento realizada por animais, ou forrageamento,
e´ uma das a´reas mais exploradas na ecologia comportamental [5, 8]. Devido a`s diversas
possibilidades de se fazer a busca, espera-se que um determinado estilo de busca beneficie
mais o animal em comparac¸a˜o a outros, ou seja, existe uma estrate´gia que maximiza
o ganho de energia durante a busca. A fim de compreender os mecanismos que levam a`
maximizac¸a˜o da energia na busca por alimento, em 1966 MacArthur e Pianka propuseram
a Teoria do Forrageamento O´timo (TFO) [35], segundo a qual a busca por alimento e´
realizada de modo que os gastos energe´ticos envolvidos na captura e manipulac¸a˜o da
presa na˜o sejam maiores que os benef´ıcios energe´ticos dispon´ıveis nos itens obtidos. A
TFO possui diferentes verso˜es de acordo com o enfoque da busca, sa˜o elas:
• Modelo da dieta o´tima: Estuda as deciso˜es feitas quando diferentes tipos de presa
sa˜o dispon´ıveis ao buscador. As quantidades avaliadas sa˜o a quantidade de ca-
lorias/biomassa da presa e a facilidade de manipulac¸a˜o do forrageador, e o alvo
escolhido deve conferir maior vantagem ao buscador.
• Teoria da selec¸a˜o da mancha (ou fragmento): Analisa o comportamento do busca-
dor quando os alvos encontram-se aglomerados em regio˜es do ambiente. Entre os
desenvolvimentos da busca em reservas esta´ o Teorema do Valor Marginal, que sera´
discutido em maiores detalhes na sec¸a˜o-2.6.1.
• Modelo do local central: Alguns animais apo´s localizar suas presas devem voltar a
uma posic¸a˜o espec´ıfica do espac¸o a fim de consumir o alimento. Esse comporta-
mento surge na presenc¸a de filhotes a serem alimentados ou quando ha´ vigilaˆncia de
territo´rios.
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A Teoria do Forrageamento O´timo possui uma se´rie de trabalhos experimentais com me´-
todos bastante apurados que corroboram suas premissas, e por isso continua sendo um
to´pico importante na ecologia. Em particular, alguns modelos matema´ticos [36] veˆm
sendo utilizados para prever as trajeto´rias descritas pelos animais no ambiente, entre elas
as caminhadas de Le´vy que sera˜o analisadas na pro´xima sec¸a˜o.
2.5.1 Caminhadas de Le´vy na Biologia
Os primeiros ind´ıcios de caminhadas de Le´vy na modelagem do movimento de animais
vieram de observac¸o˜es experimentais que atribu´ıram uma distribuic¸a˜o de cauda grossa ao
comprimento dos voˆos da mosca da fruta [37]. Na sequeˆncia, voˆos de Le´vy foram rela-
cionados a albatrozes [6], macacos aranha [38], barcos de pesca [39], entre outros (para
uma listagem de trabalhos relacionados, ver [40]). Antes dos voˆos de Le´vy, os modelos
de movimento animal na biologia eram feitos usando caminhadas aleato´rias difusivas e
na˜o orientadas (nos estudos de dispersa˜o) ou caminhadas superdifusivas e orientadas (nos
estudos de migrac¸a˜o) [41]. Voˆos de Le´vy sa˜o caminhadas superdifusivas na˜o-orientadas
que alternam entre regimes de busca intensiva (proporcionados pelos passos curtos) e ex-
tensivas (saltos longos, eventos onde ha´ uma relocac¸a˜o do animal).
Um buscador que executa uma caminhada de Le´vy possui uma probabilidade me-
nor de retornar a s´ıtios previamente inspecionados quando comparado a um forrageador
browniano. Quando n forrageadores de Le´vy realizam uma busca, o nu´mero de s´ıtios
ine´ditos visitados e´ maior do que quando a busca e´ feita por forrageadores brownianos,
diminuindo a competic¸a˜o pelos recursos. A difusa˜o anoˆmala verificada para buscadores de
Le´vy faz com que um bando destes forrageadores se afaste rapidamente, diferentemente
dos buscadores brownianos que tendem a se concentrar na origem. Essas propriedades
podem ajudar a justificar a presenc¸a recorrente de observac¸o˜es de voˆos de Le´vy na natu-
reza [42]. Ale´m disso, ha´ evideˆncias de que animais executando caminhadas de Le´vy com
µ ≈ 2 se beneficiam com a formac¸a˜o de aglomerados de indiv´ıduos distribu´ıdos realizando
a mesma caminhada [43]. Esta disposic¸a˜o espacial particular ajuda na protec¸a˜o contra os
predadores e o fato dos aglomerados serem distantes uns dos outros diminui a competic¸a˜o
por alimento.
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2.5.2 A Eficieˆncia Energe´tica
O ca´lculo da eficieˆncia energe´tica referente aos cap´ıtulos 3 e 4 e´ feito usando o me´todo
descrito em [7, 42]. Nesta sec¸a˜o sera´ analisada analiticamente a eficieˆncia energe´tica
para o caso unidimensional na˜o-destrutivo onde a maximizac¸a˜o em µ ≈ 2 acompanha os
resultados discutidos na sec¸a˜o anterior. Em um espac¸o de busca unidimensional, define-se
λ como o livre caminho me´dio do buscador entre dois alvos. Considera-se enta˜o que o
forrageador possui um raio de visa˜o rv, dentro do qual os alvos sa˜o detectados, como
ilustra a figura-2.6. Assumindo que a distribuic¸a˜o de passos segue P (ℓ) ∼ ℓ−µ, pode-se
expressar o comprimento de salto me´dio como:
〈ℓ〉 ≈
∫ λ
rv
x1−µ dx+ λ
∫∞
λ
x−µ dx∫∞
rv
x−µ dx
. (2.30)
Na equac¸a˜o (2.30) sa˜o feitas as seguintes considerac¸o˜es: a) o forrageador na˜o executa
saltos menores do que rv; b) na segunda integral e´ feita uma aproximac¸a˜o de campo
me´dio sobre os passos longos (uma vez que λ e´ a distaˆncia me´dia entre dois alvos, existe
um truncamento natural do ambiente de modo que ℓj < λ); c) por fim, e´ feita uma
normalizac¸a˜o no denominador. A soluc¸a˜o para a integral em (2.30) fornece:
〈ℓ〉 ≈
(
µ− 1
2− µ
)(
λ2−µ − r2−µv
r1−µv
)
+
λ2−µ
r1−µv
. (2.31)
alvoalvo
buscador
2rv
x = 0 x0 = λ x = 2λ
Figura 2.6: O livre caminho me´dio λ para o caso unidimensional. O buscador em x0 = λ
esta´ na posic¸a˜o de um alvo detectado, e continuara´ a busca escolhendo a sua direc¸a˜o
(esquerda ou direita) e um comprimento de passos de P (ℓ) ∼ ℓ−µ.
A eficieˆncia energe´tica η(µ) intuitivamente deve representar a raza˜o entre o ganho
energe´tico referente aos alvos detectados e a distaˆncia percorrida na busca. Utilizando a
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definic¸a˜o do passo me´dio 〈ℓ〉, a eficieˆncia e´ escrita como:
η =
1
N 〈ℓ〉 , (2.32)
onde N e´ o nu´mero me´dio de voˆos realizados entre dois alvos. Em [44] a quantidade N
foi calculada para a busca no caso unidimensional com condic¸a˜o de contorno de absorc¸a˜o.
A caminhada comec¸a em uma posic¸a˜o arbitra´ria x no intervalo [0, L]. O nu´mero me´dio
de passos do buscador antes de ser absorvido nas condic¸o˜es de contorno e´ dado por:
N = C
(
x(L− x)
r2v
)(µ−1)/2
. (2.33)
Pode-se interpretar a expressa˜o para (2.33) e adapta´-la para a situac¸a˜o de dinaˆmica des-
trutiva e na˜o-destrutiva. Em [42], a expressa˜o para o caso na˜o-destrutivo para 1 < µ ≤ 3
e´ dada por:
Nn ∼
(
λ
rv
)(µ−1)/2
. (2.34)
Ao substituir (2.31) e (2.34) na equac¸a˜o para a eficieˆncia (2.32) e maximizando-a em
relac¸a˜o a µ obte´m-se:
µopt = 2− δ, (2.35)
onde δ ∼ 1/[ln(λ/rv)]2. Quanto maior a raza˜o λ/rv (ou seja, quanto mais esparsa a
distribuic¸a˜o de alvos) µopt se aproxima mais de 2.
2.6 Fragmentac¸a˜o de Ambientes
Neste trabalho um ambiente fragmentado corresponde a uma regia˜o com vegetac¸a˜o na-
tiva cont´ınua e que por algum efeito (natural ou intervenc¸a˜o do homem) teve sua a´rea total
reduzida e disposta em regio˜es de menor tamanho. Essas porc¸o˜es de vegetac¸a˜o fragmen-
tada sa˜o chamadas na literatura de “patches”, e neste trabalho optou-se por denomina´-las
de reservas ou fragmentos.
O manejo e a dinaˆmica dessas reservas de vegetac¸a˜o nativa vem sendo extensivamente
estudado visando a preservac¸a˜o das espe´cies e a sustentabilidade da regia˜o. Uma das prin-
cipais causas documentadas para a fragmentac¸a˜o esta´ o desenvolvimento agropecua´rio, a`s
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vezes com consequeˆncias dra´sticas como a desertificac¸a˜o do solo [45].
Entre os impactos f´ısicos documentados, esta´ a alterac¸a˜o no microclima do fragmento.
A a´rea reduzida fica muito mais exposta a` ac¸a˜o do vento e a incideˆncia de radiac¸a˜o solar
se torna mais direta a` medida em que a vegetac¸a˜o fica menos densa. Ale´m disso, o ciclo
da a´gua e´ modificado, uma vez que a absorc¸a˜o da a´gua da chuva pelo solo e´ diferente
quando a densidade da vegetac¸a˜o e´ menor, ale´m da evapotranspirac¸a˜o ser reduzida. Essas
alterac¸o˜es podem levar a` erosa˜o do solo e modificar a composic¸a˜o do substrato, prejudi-
cando a vegetac¸a˜o nativa resiliente [45, 46]. A diminuic¸a˜o do habitat dispon´ıvel faz com
que a reserva concentre mais espe´cies do que sua capacidade pode manter, contribuindo
para que algumas sejam extintas devido a` falta de recursos. As primeiras espe´cies a serem
afetadas sa˜o as que dependem totalmente da vegetac¸a˜o nativa, as que necessitam de um
grande territo´rio para suas atividades e tambe´m as que existem em menor nu´mero.
2.6.1 O Teorema do Valor Marginal
Um dos trabalhos pioneiros em forrageamento em ambientes fragmentados foi rea-
lizado por E. Charnov em 1976 com o desenvolvimento do Teorema do Valor Marginal
(TVM) [10]. Basicamente, o TVM define uma relac¸a˜o entre o tempo o´timo para o animal
permanecer no regime de localizac¸a˜o de alvos no interior da reserva e o tempo gasto para
a detecc¸a˜o do fragmento. A curva de ganho de energia, G(S) na figura-2.7 apresenta uma
saturac¸a˜o, indicando que a partir de um tempo de permaneˆncia o animal na˜o conseguira´
mais aumentar o seu ganho de energia. Para um tempo curto de procura pela reserva,
o tempo de permaneˆncia pode ser menor, uma vez que um menor gasto energe´tico en-
volvido na caminhada da detecc¸a˜o sera´ rapidamente reposto. O TVM apresenta algumas
limitac¸o˜es em seu conjunto de hipo´teses, como assumir que o animal ja´ conhece a curva de
ganho energe´tico de cada fragmento. Teorias posteriores e mais gerais partem do princ´ıpio
de que o forrageador na˜o possui informac¸o˜es sobre a localizac¸a˜o ou qualidade das reservas
[47].
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ABC abc
Explorac¸a˜o da reserva
+
movimento entre as reservas
Tempo de viagem, T Tempo na reserva, S
G(S)
S
Energia ganha dentro da reserva, G(S)
Figura 2.7: O Teorema do Valor Marginal estabelece uma relac¸a˜o entre o tempo de busca
dedicado a` localizac¸a˜o da reserva e a detecc¸a˜o dos alvos no seu interior. Figura reproduzida
de [47].
2.6.2 Caminhadas de Le´vy em Ambientes Fragmentados
Quando o alimento esta´ distribu´ıdo em reservas (regio˜es de alta densidade) a alter-
naˆncia entre os regimes de busca intensiva e extensiva presentes nas caminhadas de Le´vy
torna-se interessante, uma vez que os passos longos contribuem para a detecc¸a˜o das re-
servas enquanto que os passos curtos realizam a localizac¸a˜o dos alvos [48].
No forrageamento em ambientes fragmentados, trabalhos experimentais associam as
diferentes estrate´gias resultantes dos voˆos de Le´vy a` densidade de alimentos dispon´ıveis
nas reservas [14, 48, 49]. Quando as reservas sa˜o esparsas, o expoente µ = 2, 0 prevalece,
enquanto que em distribuic¸o˜es densas de alimento o forrageador executa movimento brow-
niano (µ > 3, 0). Alguns trabalhos sugerem que o mecanismo de adaptac¸a˜o de estrate´gias
de busca em resposta a` configurac¸a˜o do ambiente foram beneficiados pela selec¸a˜o natural
[50].
Capı´tulo 3
Ambiente com um Fragmento
A dinaˆmica de busca em ambientes com apenas um fragmento e´ um caso-limite com
resultados que esclarecem diversos aspectos do problema mais geral da fragmentac¸a˜o. Ao
concentrar os alvos em uma regia˜o delimitada no espac¸o, a primeira tarefa do buscador e´
fazer a detecc¸a˜o do fragmento. Uma vez localizada a reserva, dependendo da estrate´gia
adotada os alvos podem ser capturados na sequeˆncia ou em mais de uma etapa, sendo
necessa´rios mais eventos de detecc¸a˜o da reserva. A eficieˆncia e´ inversamente proporcional
a` distaˆncia percorrida durante a caminhada, enta˜o sa˜o beneficiadas as estrate´gias que
resultem em uma detecc¸a˜o ra´pida da reserva e na˜o necessitem repetir os eventos de de-
tecc¸a˜o muitas vezes durante a busca. Sera˜o analisados os efeitos do tamanho e densidade
do fragmento em relac¸a˜o a` eficieˆncia energe´tica do buscador, e a dinaˆmica envolvida em
cada estrate´gia de busca no ambiente.
3.1 Descric¸a˜o do Modelo
O modelo desenvolvido para as simulac¸o˜es deste cap´ıtulo e´ composto pela construc¸a˜o
do espac¸o de busca e pela definic¸a˜o de regras dinaˆmicas que governam o comportamento do
buscador. Restringe-se os alvos a uma parcela circular do ambiente e durante a caminhada
as diferentes estrate´gias de busca que emergem das regras dinaˆmicas sa˜o avaliadas.
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3.1.1 Ambiente de Busca
A busca e´ realizada sobre uma rede quadrangular de lado M onde existe uma regia˜o
circular de raio R que encerra uma distribuic¸a˜o homogeˆnea de Nt alvos separados por
uma distaˆncia me´dia lt(R,Nt). A relac¸a˜o entre R, Nt e lt e´ dada por:
l2t =
A
Nt
=
πR2
Nt
=
1
ρt
(3.1)
onde ρt e´ a densidade superficial de alvos na reserva. Durante o trabalho optou-se por
usar a distaˆncia entre alvos lt na caracterizac¸a˜o da reserva ao inve´s de ρt para manter o
conjunto {M,R, lt} (que define completamente a geometria do ambiente) com a mesma
dimensa˜o [L]. A escolha das coordenadas do centro do fragmento e a posic¸a˜o dos alvos
sa˜o feitas de forma randoˆmica. A figura-3.1 ilustra M,R e lt no espac¸o de busca.
Os alvos sa˜o adimensionais (apenas pontos no espac¸o) e caracterizados pelo nu´mero
M
M
R
lt
Figura 3.1: Ambiente de busca caracterizado por M,R e lt.
de detecc¸o˜es ε. O ambiente e´ na˜o-destrutivo, ou seja, os alvos permanecem dispon´ıveis
apo´s a sua detecc¸a˜o. Na modelagem, aplicam-se condic¸o˜es de contorno perio´dicas nas
bordas do ambiente, de modo que o espac¸o de busca se transforma em um to´rus.
3.1.2 Dinaˆmica de Busca
Visando a generalizac¸a˜o do processo de busca, adotou-se um buscador sem memo´ria e
sem informac¸o˜es sobre a disposic¸a˜o dos alvos no ambiente. A interac¸a˜o entre o forrageador
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e os alvos se da´ a partir do seu raio visa˜o1 rv: os s´ıtios detecta´veis devem estar dentro
do alcance visual do animal, ja´ que este inspeciona uma regia˜o limitada em rv durante a
busca.
Apesar de ser um evento raro, dois alvos podem estar mais pro´ximos entre si do que
uma distaˆncia rv, principalmente em configurac¸o˜es de alta densidade de alvos. Enta˜o,
quando o buscador localizar um deles, no pro´ximo passo encontrara´ o vizinho, perma-
necendo preso entre os dois durante a busca. Para evitar estas repetidas detecc¸o˜es que
caracterizam armadilhas dinaˆmicas, limita-se a ǫmax
2 o nu´mero de visitas repetidas a um
mesmo alvo de coordenadas gene´ricas (a, b). Excedido o limite, e´ feita uma translac¸a˜o das
coordenadas (a, b) do buscador para (a+∆x, b+∆y) onde os deslocamentos ∆x e ∆y sa˜o
randoˆmicos e da ordem do raio de detecc¸a˜o rv, de modo que o forrageador se afaste desta
pequena regia˜o de armadilha. De fato, apo´s a translac¸a˜o das coordenadas, o alvo original
sai do alcance visual do buscador e alvos diferentes podem ser detectados na sequeˆncia.
Por meio deste artif´ıcio, o ambiente continua sendo na˜o-destrutivo: os alvos na˜o sa˜o eli-
minados da rede, e sim retirados temporariamente do campo visual do buscador.
Durante a busca o forrageador realiza uma caminhada aleato´ria onde o comprimento
dos passos ℓj e´ distribu´ıdo por uma lei de poteˆncias (distribuic¸a˜o de Le´vy truncada [31]):
P (ℓj) ∼ ℓ−µj , (3.2)
onde ℓj deve satisfazer rv < ℓj < M . O limite inferior para ℓj existe para evitar que o
salto seja sobre uma regia˜o ja´ inspecionada, e o limite superior e´ uma consequeˆncia das
condic¸o˜es de contorno perio´dicas, ja´ que o animal repetiria a trajeto´ria sobre uma regia˜o
previamente visitada no mesmo passo. A variac¸a˜o do expoente µ resulta em diferentes
caminhadas: µ → 1 representa uma caminhada bal´ıstica, µ ≥ 3 movimento browniano e
caminhada superdifusiva no intervalo 1 < µ < 3.
O comportamento do forrageador no espac¸o de busca e´ ditado pelo conjunto de regras
dinaˆmicas abaixo e esta´ ilustrado na figura-3.2.
1O raio de visa˜o foi fixado em rv = 1 em todas as simulac¸o˜es apresentadas na dissertac¸a˜o. A raza˜o
lt/rv controla a densidade de alvos do ambiente. Para um valor fixo de lt, se a escolha de rv levar a
lt/rv ≈ 1 o ambiente sera´ denso, enquanto que para lt/rv ≪ 1 o ambiente sera´ esparso.
2O nu´mero ma´ximo de detecc¸o˜es foi fixado em εmax = 5 em todas as simulac¸o˜es apresentadas. Este
valor e´ suficiente para evitar o problema das armadilhas dinaˆmicas (onde o buscador permanece preso
entre dois alvos durante a simulac¸a˜o), sem comprometer que flutuac¸o˜es estat´ısticas fac¸am o alvo ser
visitado poucas vezes sequencialmente.
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1. A direc¸a˜o de cada voˆo j e´ escolhida de forma randoˆmica no intervalo 0 < θ < 2π.
2. O comprimento de cada passo ℓj e´ fornecido pela distribuic¸a˜o (3.2) respeitando os
limites superior e inferior para ℓj estabelecidos.
3. Durante o percurso ℓj , o buscador procura constantemente por alvos dentro do seu
raio de visa˜o rv. Quando um s´ıtio-alvo (a, b) e´ detectado, o animal se dirige em
linha reta ate´ (a, b) e o seu passo ℓj e´ truncado. Caso na˜o sejam encontrados alvos
ao longo da distaˆncia ℓj , o salto e´ completado e retorna-se a` regra-1.
4. Apo´s a localizac¸a˜o de um s´ıtio-alvo (a, b) o seu paraˆmetro ε e´ analisado: se ε < εmax,
o alvo e´ consumido e seu nu´mero de detecc¸o˜es e´ incrementado para ε+ 1. Quando
ε = εmax uma translac¸a˜o (a, b) → (a + ∆x, b + ∆y) e´ aplicada a`s coordenadas do
buscador, e´ zerado o contador de detecc¸o˜es deste alvo e retorna-se a` regra-1.
5. O processo acima e´ repetido ate´ Q alvos serem encontrados.
Alvo fora do
alcance visual
Truncamento do passo
Alvo dentro do raio
de visa˜o
Figura 3.2: Sequeˆncia de passos definida pelas regras dinaˆmicas. Os alvos capturados
esta˜o dentro do raio de visa˜o rv do buscador.
3.2 Resultados
Os resultados foram obtidos a partir de simulac¸o˜es da busca em ambientes onde as
propriedades geome´tricas foram variadas. O processo de busca e´ determinado pelo nu´mero
de alvos a serem encontrados Q, o nu´mero ma´ximo de detecc¸o˜es do mesmo alvo εmax e
o alcance visual do forrageador rv. Em todas as simulac¸o˜es apresentadas manteve-se
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rv = 1, εmax = 5 e M = 10
4. Exceto pelos resultados obtidos na detecc¸a˜o da reserva de
alvos (onde o crite´rio de parada e´ detectar Q = 1 alvo), fixou-se Q = 104. Durante as
simulac¸o˜es, o nu´mero de me´dias realizadas em cada configurac¸a˜o de ambiente foi mantido
em N = 2, 5× 103 pois se mostrou suficiente para a suavizac¸a˜o das curvas de eficieˆncia.
Para cada me´dia, o ambiente e´ recriado a partir dos mesmos paraˆmetros geome´tricos e
a caminhada e´ iniciada fora da reserva, com a distaˆncia inicial entre o buscador e as
coordenadas do centro da reserva podendo variar.
3.2.1 A Detecc¸a˜o da Reserva
Em ambientes fragmentados, devido a` separac¸a˜o entre regio˜es com alvo e o espac¸o
vazio, pode-se separar a busca em duas etapas: a detecc¸a˜o da reserva e a localizac¸a˜o dos
alvos no seu interior. Nesta sec¸a˜o sera´ investigada a primeira parte, ou seja, a relac¸a˜o
entre as estrate´gias de busca e a detecc¸a˜o da regia˜o de alvos.
Neste problema, as grandezas relevantes sa˜o o raio R do fragmento e o tamanho M
da rede. O forrageador, iniciando a busca fora da regia˜o com alvos, realiza a caminhada
ate´ detectar o primeiro alvo, o que corresponde a localizar a reserva. O interesse esta´ na
distaˆncia me´dia percorrida para a detecc¸a˜o L e no nu´mero de voˆos realizados ν em func¸a˜o
da estrate´gia de busca µ.
O gra´fico-3.3 traz o comportamento t´ıpico da detecc¸a˜o em func¸a˜o das estrate´gias. A
estrate´gia que tende ao regime bal´ıstico representa a detecc¸a˜o mais ra´pida e eficiente,
devido a`s caracter´ısticas de difusa˜o anoˆmala discutidas na sec¸a˜o-2.4.4. Um forrageador
browniano possui uma maior dificuldade em explorar o espac¸o pois se afasta muito lenta-
mente da sua posic¸a˜o inicial. A tabela-3.1 traz um resumo das informac¸o˜es do gra´fico-3.3,
com a distaˆncia me´dia percorrida L e o nu´mero de voˆos ν realizados na detecc¸a˜o da
reserva. Para ilustrac¸a˜o, foi calculado o comprimento do passo-me´dio 〈ℓ〉 a partir de
ℓ = L/ν. Como esperado, os maiores saltos sa˜o realizados com µ = 1, 1 e contribuem para
uma detecc¸a˜o mais eficiente, pois exploram mais rapidamente o ambiente.
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Figura 3.3: Distaˆncia percorrida L e nu´mero de voˆos ν (detalhe) em func¸a˜o da estrate´gia
de busca na detecc¸a˜o de um fragmento com raio R = 0, 2M .
Estrate´gia L ν 〈ℓ〉
µ = 1, 1 30176,5 44,4 679,0
µ = 2, 0 86256,5 9499,0 9,1
µ = 3, 0 4,28×106 2,14×106 2,0
Tabela 3.1: Resumo dos resultados do gra´fico-3.3 para diferentes estrate´gias.
3.2.2 Distaˆncia Percorrida e Nu´mero de Saltos
Como foi discutido na sec¸a˜o anterior, o buscador pro´ximo do bal´ıstico apresenta uma
maior facilidade na detecc¸a˜o da reserva no ambiente. Nesta sec¸a˜o sera´ apresentado um
estudo com a busca completa, e a distaˆncia total percorrida L foi separada em Lin, dis-
taˆncia percorrida no interior da reserva e Lout, percorrida no exterior durante os eventos
de detecc¸a˜o.
O gra´fico na figura-3.4 traz Lin, Lout e L para um ambiente denso ( R = 0, 2M e
lt = 10rv). Na localizac¸a˜o de alvos no interior da reserva, Lin na figura-3.4(a), a es-
trate´gia bal´ıstica percorre a maior distaˆncia. Dentro do fragmento existem corredores
sem alvos e um salto longo em uma direc¸a˜o fixa explora menos a regia˜o interna do que
uma sequeˆncia de passos curtos em direc¸o˜es arbitra´rias. A distaˆncia percorrida fora da
reserva, Lout na figura-3.4(b), compreende os eventos de detecc¸a˜o do fragmento e poss´ı-
veis re-detecc¸o˜es, uma vez que o animal pode deixar a regia˜o de alvos prematuramente
e na˜o completar a busca na primeira visita. Apesar de µ → 1 representar a detecc¸a˜o
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mais eficiente (gra´fico na figura-3.3), quando a busca e´ completa o forrageador pro´ximo
do bal´ıstico ao deixar a reserva e´ mais prejudicado que os demais, pois um salto longo na
borda da reserva o afasta rapidamente da regia˜o. Como no caso da detecc¸a˜o da reserva, o
buscador browniano demanda uma maior distaˆncia percorrida. A distaˆncia total percor-
rida L = Lin + Lout, assim como Lin e Lout e´ minimizada nas proximidades de µ ≈ 2, de
acordo com o gra´fico na figura-3.4(c).
Quando o tamanho da reserva e´ reduzido, como na figura-3.5 (R = 0, 05M e
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Figura 3.4: Distaˆncia percorrida durante a busca em um ambiente denso (R = 0, 2M ,
lt = 10rv). Em (a), distaˆncia percorrida no interior da reserva, em (b) na regia˜o exterior
e em (c) o total. A minimizac¸a˜o de Lin, Lout e L verifica-se para µ ≈ 2.
lt = 10rv), temos um aumento nos valores de Lin, Lout e L quando comparados aos
resultados da figura-3.4. Para Lout, a diminuic¸a˜o da a´rea de alvos dificulta a sua localiza-
c¸a˜o, o que demanda uma distaˆncia maior a ser percorrida. O comportamento de Lin na
figura-3.5(a) justifica-se pela facilidade com a qual o buscador deixa a regia˜o de alvos (ver
a sec¸a˜o-3.2.3, gra´fico-3.12 para o comportamento entre o nu´mero de visitas e o tamanho
da reserva), tendo que executar a busca interna mais vezes e portanto percorrendo uma
distaˆncia maior.
Em um ambiente esparso (R = 0, 2M e lt = 100rv) verifica-se a mesma minimiza-
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Figura 3.5: I´dem a` figura-3.4 para uma reserva 4× menor com R = 0, 05M e lt = 10rv.
c¸a˜o da distaˆncia percorrida em µ ≈ 2, como pode ser visto na figura-3.6. Para Lin na
figura-3.6(a), observa-se o mesmo comportamento da figura-3.4(a) e a estrate´gia bal´ıstica
percorre uma distaˆncia maior na localizac¸a˜o dos alvos, agora com mais corredores vazios
devido a` baixa densidade. A distaˆncia percorrida fora da reserva, Lout na figura-3.6(b),
apresenta valores aproximadamente sime´tricos para µ→ 1 e µ→ 3, porque a escassez de
alvos faz com que os corredores maiores influenciem mais a sa´ıda do buscador pro´ximo do
bal´ıstico, fazendo com que se verifiquem mais eventos de detecc¸a˜o do que os observados
na figura-3.4(b).
Durante o processo de busca mediu-se o nu´mero de voˆos ν realizados pelo forrageador
durante a caminhada. A figura-3.7 traz ν para configurac¸o˜es densa e esparsa. Como a
presenc¸a de saltos curtos torna-se dominante ao se aproximar do regime browniano, ν e´
crescente no intervalo 1 < µ ≤ 3. No ambiente esparso os alvos se tornam mais distantes
uns dos outros e mais saltos sa˜o necessa´rios para completar a busca.
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Figura 3.6: Distaˆncia percorrida durante a busca em um ambiente esparso (R = 0, 2M ,
lt = 100rv). Em (a), distaˆncia percorrida no interior da reserva, em (b) na regia˜o exterior
e em (c) o total. Assim como na figura-3.4, a minimizac¸a˜o ocorre em µ ≈ 2.
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Figura 3.7: Nu´mero de voˆos em func¸a˜o da estrate´gia de busca em um ambiente denso
(lt = 10rv) esparso (lt = 100rv, detalhe). Passos curtos prevalecem no regime browniano;
em ambas as situac¸o˜es o maior nu´mero de saltos ocorreu para µ→ 3. O raio das reservas
foi fixado em R = 0, 2M .
3.2. Resultados 31
3.2.3 Maior Salto e Nu´mero de Visitas
Ao detectar um alvo, o passo ℓj do buscador sofre um truncamento tal que ℓ˜j ≤ ℓj,
onde ℓ˜j e´ o comprimento do passo efetivo. Nesta sec¸a˜o sera´ feita uma ana´lise do impacto
da densidade de alvos no truncamento dos saltos a partir do maior salto dmax cujas co-
ordenadas inicial e final pertencem a` regia˜o da reserva. Este valor dmax pode tambe´m
ser interpretado como o maior corredor que o forrageador percorre sem detectar alvos,
discutido para Lin na sec¸a˜o-3.2.2.
O gra´fico na figura-3.8 traz o comportamento de dmax em uma configurac¸a˜o densa
(lt = 10rv) e esparsa (lt = 100rv) para o mesmo tamanho de reserva (R = 0, 2M). De
fato, a caracterizac¸a˜o de um ambiente como denso ou esparso neste trabalho e´ feita a
partir da relac¸a˜o entre o maior valor dmax (atingido no regime bal´ıstico) e o raio R do
fragmento. Sera´ considerado um ambiente denso aquele que satisfizer dmax < R, ou seja,
o maior salto no interior da reserva na˜o chega a atravessar a metade da regia˜o. O caso es-
parso possui dmax ≈ 2R, que corresponde a saltos que praticamente atravessam a reserva
sem detectar alvos.
A figura-3.8(a) traz uma relac¸a˜o aproximadamente linear para o maior salto em
func¸a˜o do expoente µ no caso denso. Nessa situac¸a˜o, o valor para maior salto obtido foi
dmax ≈ 400 = 0, 2R, ou seja, sa˜o realizados saltos de no ma´ximo 10% do tamanho da
reserva. Na situac¸a˜o esparsa, observa-se uma saturac¸a˜o nos valores de dmax quando as
estrate´gias se aproximam do regime bal´ıstico, de acordo com o comportamento do gra´fico-
3.8(b). Nesse caso, os valores ficam dmax ≈ 4000 = 2R e o buscador atravessa a reserva
sem localizar alvos.
Na figura-3.9 a geometria do ambiente foi variada para a ana´lise do comportamento de
dmax correspondente a µ = 1, 1, e mostra a dependeˆncia deste com o tamanho da reserva e
densidade de alvos. Primeiro, temos que dmax depende do raio ate´ um limite (no caso, ate´
R = 0, 1M) a partir do qual os valores passam a ficar aproximadamente constantes; ou
seja, apesar da regia˜o de alvos aumentar o comportamento de dmax ira´ depender apenas da
distaˆncia entre alvos que estabelece o comprimento dos corredores vazios. A dependeˆncia
entre dmax e a distaˆncia entre alvos possui comportamento semelhante, sendo que a partir
de lt = 50rv os passos atravessam toda a reserva, caracterizando uma distribuic¸a˜o de alvos
esparsa.
Para completar a ana´lise sobre corredores livres no interior da reserva, foi feita uma
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Figura 3.8: Maior salto dmax em func¸a˜o da estrate´gia µ para uma reserva densa com
lt = 10rv (a) e esparsa com lt = 100rv (b). Configurac¸o˜es: M = 10
4 e R = 0, 2M .
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Figura 3.9: Comportamento do maior salto dmax (para µ = 1, 1) em func¸a˜o do tamanho
da reserva (com densidade fixa em lt = 10rv) e da densidade de alvos (detalhe, raio da
reserva fixo em R = 0, 2M). O tamanho da reserva limita o maior passo ate´ que seja
atingida uma saturac¸a˜o a partir de R = 0, 1M e dmax fique aproximadamente fixo em 400.
O mesmo padra˜o pode ser observado para a curva em func¸a˜o da distaˆncia entre alvos: ha´
uma saturac¸a˜o nos valores a partir de lt = 50rv, onde os passos comec¸am a atravessar a
reserva.
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se´rie de simulac¸o˜es onde o forrageador iniciava a busca no centro da reserva e o crite´rio
de parada foi sair da reserva. A figura-3.10 traz o nu´mero de alvos encontrados por cada
buscador em um ambiente denso e esparso (detalhe). O forrageador pro´ximo do bal´ıs-
tico nas duas situac¸o˜es encontra o menor nu´mero de alvos, confirmando que, de fato, os
corredores livres contribuem fortemente para µ = 1, 1 deixar a reserva com facilidade. O
buscador browniano, entretanto, passa mais tempo no interior da reserva devido aos seus
saltos curtos e captura um nu´mero maior de alvos ate´ deixar a regia˜o.
Quando o buscador detecta a reserva de alvos ele pode na˜o completar a busca ape-
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Figura 3.10: Nu´mero de alvos encontrados T ate´ o forrageador sair da reserva em func¸a˜o
da estrate´gia µ. Configurac¸a˜o: R = 0, 1M , lt = 10rv e lt = 100rv (detalhe).
nas localizando os alvos no interior, e sim deixar a regia˜o e ter que reencontra´-la va´rias
vezes. Para quantificar esse processo foi definida uma nova grandeza, o nu´mero me´dio de
visitas Nv, que faz uma contagem do nu´mero de vezes que o forrageador sai da reserva e
a reencontra. A figura-3.11 traz o nu´mero de visitas para reservas densa e esparsa. Tanto
no caso denso da figura-3.11(a) quanto no esparso da figura-3.11(b) o buscador browniano
deixa a reserva um nu´mero maior de vezes quando comparado a`s demais estrate´gias. Isso
se deve ao maior tempo de busca gasto na borda da reserva, que contribui para o aumento
de Nv. Apesar de na˜o apresentar os maiores valores para Nv, o buscador pro´ximo do ba-
l´ıstico tende a deixar a reserva e se afastar dela rapidamente (devido aos saltos longos),
como sera´ discutido na pro´xima sec¸a˜o. A minimizac¸a˜o do nu´mero de visitas nos dois casos
ocorre nas proximidades de µ ≈ 2, sendo mais evidente no caso esparso.
Na figura-3.12 encontra-se a dependeˆncia de Nv correspondente a µ = 1, 1 com o
tamanho da reserva e a distaˆncia entre alvos. Naturalmente, ao considerar o caso mais
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esparso, o buscador deixara´ a regia˜o de alvos um maior nu´mero de vezes devido aos corre-
dores vazios em maior quantidade que facilitam a sa´ıda do forrageador. Reservas maiores
tendem a aprisionar o buscador, pois a probabilidade de seus passos serem conclu´ıdos no
interior da regia˜o de alvos diminui frente a` reduc¸a˜o do tamanho da reserva. Portanto,
quanto maior e mais densa for a reserva, menor e´ o nu´mero de vezes que o forrageador a
deixa durante a busca.
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Figura 3.11: Nu´mero de visitas a` reserva Nv em func¸a˜o de µ em uma reserva densa com
lt = 10rv (a) e esparsa com lt = 100rv (b). Configurac¸o˜es: M = 10
4 e R = 0, 2M .
3.2.4 Ana´lise de Trajeto´rias
O comportamento das grandezas discutidas nas sec¸o˜es anteriores pode ser ilustrado a
partir das trajeto´rias trac¸adas pelo forrageador no espac¸o de busca. Considerou-se a busca
realizada por treˆs buscadores: bal´ıstico (µ = 1, 1), super-difusivo (µ = 2, 0) e browniano
(µ = 3, 0). O crite´rio de parada foi a detecc¸a˜o de Q = 102 alvos em uma reserva densa
(lt = 10rv) com raio R = 0, 2M .
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Figura 3.12: Nu´mero de visitas Nv referentes a µ = 1, 1 em func¸a˜o do tamanho da reserva
(densidade fixa em lt = 10rv) e da distaˆncia entre alvos (detalhe, R = 0, 2M fixo). Ao
aumentar o tamanho da reserva, sa˜o necessa´rias menos visitas durante a busca. Em
ambientes esparsos, o buscador deixa a regia˜o com mais facilidade e precisa repetir a
detecc¸a˜o mais vezes.
A figura-3.13(a) traz a trajeto´ria completa descrita por um buscador pro´ximo do ba-
l´ıstico durante a caminhada. Durante a localizac¸a˜o dos alvos, o animal deixa o fragmento
duas vezes antes de completar a busca e portanto repete o processo de detecc¸a˜o. Como
foi apresentado na sec¸a˜o-3.2.1, µ = 1, 1 representa a melhor estrate´gia de localizac¸a˜o da
reserva, o que e´ confirmado nos eventos de detecc¸a˜o da figura-3.13(a). O buscador pro´-
ximo do bal´ıstico e´ caracterizado pela presenc¸a dominante de saltos longos, o que faz com
que uma vez na borda da reserva ele se afaste rapidamente da regia˜o caso o salto seja
direcionado para fora. O comportamento de Nv para um ambiente denso e´ discutido na
figura-3.11(a). Uma vez no interior da reserva, os passos sa˜o truncados devido aos alvos
encontrados, como ilustra o zoom na figura-3.13(b). No interior da reserva, dependendo
da direc¸a˜o de voˆo escolhida o buscador pode realizar um grande salto ate´ o truncamento
acontecer. Estes caminhos vazios que se formam no interior da reserva sa˜o chamados
corredores. A presenc¸a de corredores sem alvos acarreta em saltos mais longos, o que
contribui para o aumento de Lin de acordo com a figura-3.4(a).
O buscador que segue µ = 2, 0 conclui a busca com apenas uma visita ao fragmento,
como pode ser visto na figura-3.14(a). Estrate´gias pro´ximas a esse expoente em particu-
lar minimizam a distaˆncia total percorrida L e o nu´mero de visitas Nv (ver sec¸o˜es-3.2.2 e
3.2.3). Durante a localizac¸a˜o de alvos dentro da reserva na figura-3.14(b) os saltos longos
possuem um menor valor de truncamento do observado no regime bal´ıstico, contribuindo
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Figura 3.13: Busca pro´xima da bal´ıstica (µ = 1, 1) em um ambiente fragmentado. Em
(a) um panorama geral do espac¸o, onde o forrageador deixa a reserva sem completar
a localizac¸a˜o dos alvos e repete o processo de detecc¸a˜o. Um zoom de uma das regio˜es
exploradas em (b) evidencia a presenc¸a de corredores vazios (detectados pelos longos
saltos realizados), aumentando Lin. Os alvos dispon´ıveis esta˜o em cinza e os consumidos
destacados por c´ırculos.
para a minimizac¸a˜o de Lin. Apesar de a distaˆncia percorrida para a detecc¸a˜o da reserva
ser maior para µ = 2, 0 quando comparado a µ = 1, 1 (figura-3.3) os eventos de re-detecc¸a˜o
da reserva sa˜o menos frequentes agora, o que contribui para a minimizac¸a˜o de Lout.
Um buscador browniano representa a estrate´gia menos eficiente na detecc¸a˜o da re-
serva, como foi discutido na figura-3.3 e pode ser visualizado na figura-3.15(a). No interior
da reserva os saltos curtos do buscador na˜o minimizam Lin porque mesmo em uma con-
figurac¸a˜o densa como a ilustrada a distaˆncia entre alvos lt = 10rv faz com que sejam
necessa´rios va´rios passos entre um alvo e outro, como pode ser visto na figura-3.15(b).
Finalmente, a figura-3.16 traz a disposic¸a˜o dos alvos encontrados apo´s uma busca
completa de Q = 104 alvos para treˆs estrate´gias de busca: µ = 1, 1, µ = 2, 0 e µ = 3, 0
para reservas com R = 0, 2M , densas (lt = 10rv) e esparsas (lt = 100rv). Quando o
fragmento e´ denso, situac¸a˜o 3.16(a) observam-se diferentes padro˜es na distribuic¸a˜o dos
alvos visitados como func¸a˜o de µ. O buscador pro´ximo do bal´ıstico, como foi discutido na
figura-3.4(a), percorre uma distaˆncia maior no interior do fragmento e em consequeˆncia
explora de forma mais homogeˆnea os alvos, diferente das outras estrate´gias que exploram
regio˜es menores e concentradas da reserva. O caso esparso, apresentado na figura-3.16(b)
revela que o fragmento e´ explorado homogeneamente por todas as estrate´gias. Como a
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Figura 3.14: Buscador super-difusivo com µ = 2, 0. Em (a), o padra˜o de “clusters” de
saltos curtos conectados por saltos longos caracter´ıstico desse expoente e´ evidente, e em
uma visita a` reserva a busca e´ finalizada. Os corredores sem alvos causam menos impacto
nessa situac¸a˜o (passos longos na˜o sa˜o frequentes), como pode ser visto no zoom da regia˜o
explorada em (b).
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Figura 3.15: Busca browniana (µ = 3, 0). A detecc¸a˜o da reserva demanda muito mais
saltos e consequentemente uma maior distaˆncia percorrida, como pode ser visto em (a).
A localizac¸a˜o dos alvos em (b) e´ feita em uma a´rea de busca menor quando comparada
a`s outras estrate´gias.
quantidade de alvos dispon´ıveis e´ reduzida e a distaˆncia entre eles e´ maior, os buscadores
atingem o interior da reserva com mais facilidade, o que na˜o e´ observado no caso denso.
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Figura 3.16: Localizac¸a˜o dos alvos (pontos pretos) encontrados durante a busca total (104
alvos). Na configurac¸a˜o densa (a) a diferenc¸a entre as estrate´gias de busca e´ bastante
evidente: µ = 1, 1 localiza os alvos de forma mais homogeˆnea enquanto que as demais
estrate´gias concentram-se em regio˜es espec´ıficas. Quando o fragmento e´ esparso (b) a
presenc¸a de mais corredores vazios leva a um padra˜o mais uniforme de localizac¸a˜o de
alvos, para todas as estrate´gias.
3.2.5 A Eficieˆncia Energe´tica
A eficieˆncia da busca utilizada neste cap´ıtulo depende da estrate´gia µ adotada pelo
buscador, e e´ calculada com base no nu´mero de alvos encontrados Q e a me´dia da distaˆncia
percorrida durante a localizac¸a˜o dos alvos Lj em N simulac¸o˜es:
η(µ) =
Q
1
N
∑N
j=1Lj(µ)
. (3.3)
A figura-3.17 traz a eficieˆncia η em diferentes valores de lt, que variam de uma reserva
densa (lt = 10rv) a esparsa (lt = 100rv), apresentando o ma´ximo em µopt ≈ 2. E´ natural
que essa seja a estrate´gia o´tima, pois os resultados na sec¸a˜o-3.2.2 indicam que µ ≈ 2
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minimiza L na equac¸a˜o (3.3), maximizando η. Neste cap´ıtulo a eficieˆncia na˜o envolve
termos adicionais que caracterizem o ambiente como sendo uma distribuic¸a˜o homogeˆnea
de alvos ou incorporem a presenc¸a de fragmentac¸a˜o, ela depende apenas da distaˆncia
total percorrida. A figura-3.18 traz a dependeˆncia entre a eficieˆncia (em µ = 1, 1) e a
configurac¸a˜o da reserva. Ao aumentar o raio, mais alvos sa˜o dispon´ıveis para consumo e o
nu´mero de visitas diminui (figura-3.12) levando ao aumento de η na figura-3.18(a). Com
o aumento de lt, diminuem os alvos dispon´ıveis e consequentemente a distaˆncia percorrida
aumenta, levando a uma diminuic¸a˜o bastante ra´pida nos valores de η.
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Figura 3.17: Eficieˆncia da busca em func¸a˜o da estrate´gia com o ma´ximo em µ ≈ 2 para
todas as situac¸o˜es. A normalizac¸a˜o ηl2t facilita a visualizac¸a˜o no mesmo gra´fico para
diferentes densidades. Configurac¸o˜es do ambiente: M = 104, R = 0, 2M , lt = 10rv
(c´ırculos), lt = 50rv (quadrados) e lt = 100rv (diamantes).
3.3. Concluso˜es Parciais 40
0 0,05 0,1 0,15 0,20
0,001
0,002
0,003
0,004
0,005
0 50 100 1500
0,005
0,01
0,015
0,02
50 100 1500
0,00025
0,0005
P
S
frag
(a)
(b)
η
(µ
=
1,
1)
η
(µ
=
1,
1)
R/M
lt/rv
Figura 3.18: Eficieˆncia calculada para µ = 1, 1 para diferentes configurac¸o˜es do ambiente.
Em (a) η e´ ilustrada em func¸a˜o de R (com densidade fixa em lt = 10rv) e em (b) em
func¸a˜o da distaˆncia entre alvos (raio fixo em R = 0, 2M). O detalhe em (b) traz um zoom
da regia˜o pro´xima a`s abscissas.
3.3 Concluso˜es Parciais
• O regime de busca pro´ximo do bal´ıstico (µ → 1) representa a melhor estrate´gia de
detecc¸a˜o da reserva devido a` presenc¸a de saltos longos e menor quantidade de eventos
de reorientac¸a˜o. Quando o expoente da lei de distribuic¸a˜o de passos aumenta, temos
que os saltos curtos ficam mais frequentes e consequentemente um maior nu´mero
de saltos e eventos de reorientac¸a˜o sa˜o realizados. A distaˆncia percorrida durante a
detecc¸a˜o da reserva aumenta substancialmente no intervalo 2 ≤ µ ≤ 3.
• Durante a localizac¸a˜o dos alvos no interior da reserva, os buscadores com estrate´-
gias pro´ximas do regime bal´ıstico encontram corredores vazios que conduzem a uma
maior distaˆncia percorrida na regia˜o interna do fragmento. Por outro lado, buscado-
res brownianos possuem dificuldade na explorac¸a˜o do ambiente devido a` sua difusa˜o
normal, contribuindo para uma maior distaˆncia percorrida no espac¸o externo a` re-
serva. Nas duas situac¸o˜es, a minimizac¸a˜o da distaˆncia percorrida e´ verificada em
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µ ≈ 2.
• Ao avaliar a eficieˆncia do buscador foi encontrado que a estrate´gia o´tima de busca e´
verificada em µ ≈ 2 para fragmentos densos e esparsos. Este resultado e´ conhecido
na literatura para busca em ambientes homogeˆneos, esparsos e na˜o-destrutivos.
Capı´tulo 4
Ambiente com Va´rios Fragmentos
A fragmentac¸a˜o de um espac¸o faz com que os recursos sejam distribu´ıdos de forma
heterogeˆnea no ambiente, concentrando os alvos em aglomerados distantes uns dos outros.
Neste cap´ıtulo sera´ feito um estudo sobre fragmentac¸a˜o em mais de uma reserva, gene-
ralizando o modelo para construc¸a˜o de ambientes desenvolvido no cap´ıtulo anterior. Os
ambientes cuja fragmentac¸a˜o foi homogeˆnea possuem como caracter´ıstica o mesmo raio R
e densidade superficial de alvos ρt em todas as reservas. Para generalizar o problema foi
proposto adicionar heterogeneidades na construc¸a˜o das reservas, obtendo diferentes raios
e densidades no mesmo ambiente. Por fim, foi elaborado um modelo de busca onde o ani-
mal obte´m informac¸o˜es sobre a sua localizac¸a˜o no ambiente e pode mudar a sua estrate´gia
de busca (µ, expoente da sua lei de distribuic¸a˜o de passos) como resposta a` sua posic¸a˜o
dentro ou fora dos fragmentos, alternando regimes de busca extensivos e intensivos.
4.1 Fragmentac¸a˜o Homogeˆnea
Neste trabalho, fragmentac¸a˜o homogeˆnea corresponde a` situac¸a˜o onde todas as re-
servas possuem a mesma forma e tamanho (no caso, a´reas circulares de raio fixo R) e
densidade de alvos constante. Embora a configurac¸a˜o heterogeˆnea represente o caso mais
observado na natureza, o estudo de ambientes fragmentados homogeˆneos fornece resulta-
dos que generalizam a situac¸a˜o com apenas um fragmento discutido no cap´ıtulo anterior
e sa˜o um caso-limite para a introduc¸a˜o de heterogeneidades no ambiente.
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4.1.1 Modelo
A construc¸a˜o do ambiente segue os mesmos passos discutidos na sec¸a˜o-3.1.1, exceto
pelo fato de que ha´ mais de uma reserva sendo criada no espac¸o. Os fragmentos sa˜o
distribu´ıdos de forma que na˜o haja sobreposic¸a˜o entre eles e a caminhada sempre inicie
fora das reservas. Na caracterizac¸a˜o do ambiente, uma varia´vel que representa o nu´mero
de reservas Np e´ acrescentada ao conjunto M,R e lt, e novamente sa˜o aplicadas condic¸o˜es
de contorno perio´dicas a` rede. A figura-4.1 ilustra os paraˆmetros discutidos em uma
configurac¸a˜o comNp = 3 reservas. A relac¸a˜o entre a densidade e o nu´mero de alvos de cada
reserva ainda e´ dada pela expressa˜o l2t = 1/ρt, e as mesmas regras dinaˆmicas e definic¸o˜es
para fragmento denso e esparso apresentadas no cap´ıtulo anterior sera˜o aplicadas.
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Figura 4.1: Ambiente de busca caracterizado por Np, M,R e lt.
4.1.2 Paraˆmetros Utilizados
Neste cap´ıtulo as simulac¸o˜es seguem as mesmas regras dinaˆmicas do cap´ıtulo anterior,
exceto pelos resultados que sera˜o apresentados na u´ltima sec¸a˜o. Quando os paraˆmetros de
busca na˜o forem explicitados no texto, os resultados seguem das seguintes configurac¸o˜es:
as simulac¸o˜es apresentadas possuem N = 2, 5 × 105 me´dias, com o crite´rio de parada
sendo a detecc¸a˜o de Q = 104 alvos. O nu´mero ma´ximo de detecc¸o˜es poss´ıveis de um alvo
foi fixado em εmax = 5, o raio de visa˜o do buscador mantido em rv = 1 e o tamanho da
rede continua sendo M = 104.
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4.1.3 Distaˆncia Percorrida
O in´ıcio da ana´lise sobre a busca no ambiente com va´rias reservas e´ dedicado ao
comportamento de Lin, Lout e L para os mesmos valores de distaˆncia entre alvos da
sec¸a˜o-3.2.2. A figura-4.2 traz os resultados para uma configurac¸a˜o densa (lt = 10rv) e a
figura-4.3 para as reservas esparsas (lt = 100rv), ambas as situac¸o˜es para 10 reservas de
raio R = 0, 1M . O buscador pro´ximo do bal´ıstico, nas duas configurac¸o˜es apresentadas
nas figuras-4.2(a) e 4.3(a), percorre a maior distaˆncia interna Lin devido a` presenc¸a dos
corredores sem alvos discutidos na sec¸a˜o-3.2.3. Para o percurso externo, Lout nas figuras-
4.2(b) e 4.3(b) o forrageador browniano percorre uma distaˆncia maior em consequeˆncia dos
seus passos curtos e dificuldade na detecc¸a˜o das reservas. A distaˆncia total L e´ minimizada
por µ ≈ 2, assim como no problema com um fragmento no ambiente (comparar figuras-3.4,
3.6 com 4.2 e 4.3). Os valores para Lin e Lout sa˜o maiores (aproximadamente por um fator
102) no caso esparso devido ao nu´mero menor de alvos dispon´ıveis e consequentemente os
buscadores percorrem uma maior distaˆncia entre eles.
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Figura 4.2: Distaˆncias percorridas em um ambiente fragmentado com Np = 10 reservas de
raio R = 0, 1M e distaˆncia entre alvos lt = 10rv. Em (a) Lin correspondente ao interior
dos fragmentos, em (b) Lout percorrida na regia˜o exterior aos alvos e em (c) L compreende
o total Lin + Lout.
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Figura 4.3: I´dem a` figura-4.3 mas para o caso esparso (lt = 100rv).
4.1.4 Ana´lise de Trajeto´rias
No problema de va´rios fragmentos existe a possibilidade de o buscador visitar mais
de uma reserva no decorrer da caminhada. Nesta sec¸a˜o sera´ feita uma ana´lise visual das
trajeto´rias desenvolvidas por treˆs estrate´gias (µ = 1, 1, µ = 2, 0 e µ = 3, 0) em um ambi-
ente com Np = 10 fragmentos de raio R = 0, 1M cada e distaˆncia entre alvos lt = 10rv. O
crite´rio de parada foi a localizac¸a˜o de Q = 103 alvos (um nu´mero menor de alvos quando
comparado a` busca completa para facilitar a ana´lise).
Uma caracter´ıstica do buscador pro´ximo do bal´ıstico discutida na sec¸a˜o-3.2.4 e´ o fato
deste deixar a regia˜o de alvos e repetir eventos de detecc¸a˜o mu´ltiplas vezes no decorrer
da busca. Quando ha´ mais de uma reserva, esse comportamento leva a diversas a´reas
visitadas. A figura-4.4 traz a ilustrac¸a˜o de uma busca onde o forrageador bal´ıstico visita
70% dos fragmentos. Buscas em diferentes reservas sa˜o especialmente u´teis sob o ponto
de vista da ecologia [49, 51] quando mais de um tipo de alvo deve ser encontrado para
compor a dieta do animal, e estes alvos esta˜o em diferentes reservas. No cap´ıtulo-5 sera´
proposta uma fo´rmula para a eficieˆncia energe´tica onde buscas que visitam mais reservas
sa˜o privilegiadas em comparac¸a˜o a`quelas em que o forrageador se concentra em uma u´nica
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regia˜o.
A trajeto´ria ilustrada na figura-4.5 e´ definida pelo expoente µ = 2, 0, que corresponde
a` estrate´gia o´tima obtida no cap´ıtulo-3. Os saltos longos ocasionais ajudam na difusa˜o
do buscador (importante para a detecc¸a˜o), enquanto que os aglomerados de passos curtos
sa˜o u´teis para o forrageador na˜o se afastar suficientemente da reserva a ponto de precisar
detectar outras (na ilustrac¸a˜o visitou-se 30% das reservas). Esse comportamento leva a`
minimizac¸a˜o da distaˆncia percorrida na sec¸a˜o-4.1.3 e consequentemente aumenta a efici-
eˆncia.
O buscador browniano na figura-4.6 se afasta lentamente da posic¸a˜o inicial devido a`
difusa˜o normal, dificultando a localizac¸a˜o da reserva. Uma vez que um alvo e´ localizado,
a busca e´ conclu´ıda em uma visita pois os passos curtos na˜o afastam o buscador da regia˜o.
Quando as reservas sa˜o esparsas, o comportamento dos buscadores em relac¸a˜o ao
Figura 4.4: Trajeto´ria executada por um buscador pro´ximo do bal´ıstico (µ = 1, 1). A
presenc¸a dominante de saltos longos aumenta o nu´mero de fragmentos visitados: durante
a caminhada foram visitados 7 das 10 reservas do ambiente.
nu´mero de reservas diferentes visitadas muda em func¸a˜o do comprimento dos corredores
sem alvos, porque os eventos onde se deixa o fragmento durante a localizac¸a˜o de alvos sa˜o
muito mais frequentes. A figura-4.7 traz a disposic¸a˜o espacial dos alvos encontrados em
uma busca completa (Q = 104 alvos) no ambiente denso para cada estrate´gia de busca. O
forrageador pro´ximo do bal´ıstico visita todas as reservas, como consequeˆncia dos passos
longos que se afastam dos fragmentos e exigem uma nova detecc¸a˜o. Ale´m disso, o padra˜o
de explorac¸a˜o de µ = 1, 1 tambe´m contribui para o forrageador percorrer uma distaˆncia
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Figura 4.5: Buscador super-difusivo com µ = 2, 0. A presenc¸a de aglomerados de sal-
tos curtos conectados a saltos longos e´ caracter´ıstica desta estrate´gia. A caminhada se
propagou por 3 dos 10 fragmentos e uma regia˜o menor do ambiente foi explorada.
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Figura 4.6: Forrageador browniano realizando a caminhada com µ = 3, 0. Apenas uma
das reservas foi visitada, uma vez que este buscador com saltos curtos possui uma menor
mobilidade no ambiente.
maior no interior das reservas ao encontrar corredores vazios e chegar ao centro da regia˜o.
Um buscador super-difusivo com µ = 2, 0 visita um nu´mero menor de regio˜es durante
a caminhada, pois sai dos fragmentos com menos frequeˆncia que as outras estrate´gias.
O forrageador browniano visita menos reservas que os demais expoentes, devido a sua
dificuldade em sair de uma reserva ja´ detectada.
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Figura 4.7: Localizac¸a˜o dos alvos encontrados durante uma busca completa (Q = 104
alvos) para treˆs estrate´gias de busca. O buscador pro´ximo do bal´ıstico faz uma busca
mais equilibrada ao visitar todas as reservas, enquanto que para µ = 2, 0 e µ = 3, 0 a
busca se concentra em menos regio˜es. O ambiente possui 10 reservas de raio R = 0, 1M
e distaˆncia entre alvos lt = 10rv.
4.1.5 Eficieˆncia Energe´tica
A eficieˆncia da busca foi avaliada a partir da fo´rmula discutida na sec¸a˜o-3.2.5, ou
seja, sem informac¸o˜es sobre a disposic¸a˜o das reservas no ambiente. A figura-4.8 traz
o comportamento de η(µ) em um ambiente com Np = 10 fragmentos para diferentes
densidades, do caso denso ao esparso (lt = 10rv a lt = 100rv). O ma´ximo em µopt ≈ 2 e´
observado em todas as situac¸o˜es, analogamente ao resultado para uma reserva na figura-
3.17. A forte presenc¸a de saltos longos em µ = 2, 0 auxilia na detecc¸a˜o dos fragmentos,
enquanto que os aglomerados de saltos curtos representam uma busca mais intensiva e
contribuem durante a localizac¸a˜o de alvos. Apesar de ter passos truncados na detecc¸a˜o
dos alimentos, o buscador pro´ximo do bal´ıstico e´ prejudicado devido aos corredores livres
de alvos que existem no interior da reserva, deixando os fragmentos com facilidade e
comprometendo a eficieˆncia da busca. Esse comportamento de µ = 2, 0 e µ = 1, 1 e´
visualmente explorado nas figuras-4.5 e 4.4. Na figura-4.9 e´ apresentada a eficieˆncia com
uma variac¸a˜o no nu´mero de reservas, de 1 a 10 fragmentos de raio R = 0, 1M fixo e
lt = 10rv. O aumento do nu´mero de reservas faz com que a detecc¸a˜o seja mais ra´pida
(a a´rea total coberta por alvos sera´ maior) e consequentemente a eficieˆncia da busca
sera´ maior. O crescimento de η em func¸a˜o do nu´mero de reservas dispon´ıveis para uma
estrate´gia fixa (µ = 2, 0) e´ apresentado na figura-4.10.
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Os valores de η tambe´m aumentam com o tamanho das reservas, como pode ser visto
na figura-4.11. Nesta situac¸a˜o foi fixado o expoente em µ = 2, 0 e calculou-se η para
10 reservas de distaˆncia entre alvos lt = 10rv e raios que variam no intervalo 0, 01M ≤
R ≤ 0, 1M . Esta dependeˆncia entre o tamanho da reserva e a eficieˆncia se justifica por
estar associada a uma maior probabilidade de o forrageador atingir o fragmento durante
a busca (maior sec¸a˜o de choque).
Reservas esparsas representam um ambiente de menos qualidade para as buscas, ja´
que sa˜o necessa´rios mais deslocamentos para a localizac¸a˜o dos alvos que encontram-se
distantes uns dos outros. A figura-4.12 traz a reduc¸a˜o nos valores de η(µ = 2, 0) quando
a distaˆncia entre alvos lt e´ aumentada no intervalo 5rv ≤ lt ≤ 125rv.
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Figura 4.8: Eficieˆncia da busca (normalizada por l2t ) em func¸a˜o da estrate´gia µ em um
ambiente fragmentado com Np = 10, R = 0, 1M e lt = 10rv (c´ırculos), lt = 50rv (quadra-
dos) e lt = 100rv (diamantes). A maximizac¸a˜o ocorre em µ ≈ 2, assim como no caso de
apenas um fragmento no ambiente.
4.1.6 Fragmentac¸a˜o Gradual
Um dos principais problemas estudados na fragmentac¸a˜o de ambientes esta´ relacio-
nado aos efeitos da fragmentac¸a˜o na biodiversidade. Uma questa˜o bastante importante
dirige-se a quando um grande fragmento preservado de a´rea A e´ melhor para a manu-
tenc¸a˜o das espe´cies do que va´rios pequenos cuja soma das a´reas se mantenha fixa em
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Figura 4.9: Eficieˆncia da busca em ambiente onde o nu´mero de fragmentos e´ variado
em Np = 1 (c´ırculos), Np = 2 (quadrados), Np = 4 (diamantes), Np = 6 (triaˆngulos
para cima), Np = 8 (triaˆngulos para a esquerda) e Np = 10 (triaˆngulos para baixo). Os
paraˆmetros mantidos fixos foram o raio R = 0, 1M e a distaˆncia entre alvos lt = 10rv. A
maximizac¸a˜o de η ocorre para µ ≈ 2.
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Figura 4.10: Eficieˆncia em µ = 2 em func¸a˜o do nu´mero de reservas no ambiente. Com
o aumento da quantidade de fragmentos, as distaˆncias percorridas sa˜o menores e conse-
quentemente a eficieˆncia aumenta. O ambiente simulado possui 1 ≤ Np ≤ 10 reservas de
raio R = 0, 1M e distaˆncia entre alvos lt = 10rv.
A1. Esse problema recebeu diversas abordagens e foi constatado que na˜o ha´ uma soluc¸a˜o
geral, apenas para casos particulares (para uma coletaˆnea dos resultados, ver [52]).
No trabalho foi proposta uma abordagem a esse problema avaliando a eficieˆncia do
buscador em ambientes onde o nu´mero de alvos e a sua densidade foram fixados e o
nu´mero de reservas foi variado. A figura-4.13 traz o comportamento de η(µ) para uma
1Na literatura essa questa˜o foi denominada “The SLOSS debate”, onde SLOSS vem de “single large or
several small”, ou “uma grande ou va´rias pequenas” (reservas).
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Figura 4.11: Eficieˆncia calculada para µ = 2 em func¸a˜o do raio dos fragmentos. Com
o aumento do tamanho das reservas, a eficieˆncia aumenta. O ambiente simulado possui
Np = 10 reservas de raios no intervalo 0, 01M ≤ R ≤ 0, 1M , com distaˆncia entre alvos
fixa em lt = 10rv.
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Figura 4.12: Eficieˆncia em µ = 2 em func¸a˜o da distaˆncia entre alvos. A eficieˆncia da busca
diminui com o aumento de lt, comportamento esperado pois com o ambiente mais esparso
e´ necessa´ria uma maior distaˆncia percorrida para completar a busca. As configurac¸o˜es
utilizadas consistem de Np = 10 reservas de raio R = 0, 1M com distaˆncia entre alvos no
intervalo 5rv ≤ lt ≤ 125rv.
reserva grande e a fragmentac¸a˜o desta em reservas menores. A eficieˆncia diminui com
o aumento do nu´mero de fragmentos, assumindo os maiores valores para o caso onde os
alvos se concentram em uma u´nica e grande regia˜o. O processo de busca em ambiente
com fragmentos pequenos implica em mais eventos de detecc¸a˜o, como pode ser visto no
comportamento de Nv em func¸a˜o de R no gra´fico-3.12 da sec¸a˜o-3.2.3. Esse maior nu´mero
de visitas demanda uma maior distaˆncia a ser percorrida, o que diminui a eficieˆncia da
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busca.
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Figura 4.13: Eficieˆncia da busca em func¸a˜o da estrate´gia para diferentes ambientes. Foram
distribu´ıdos Nt = 9697 alvos em uma reserva com R = 0, 14M (c´ırculos), duas reservas
de R = 0, 098M (quadrados), 10 com R = 0, 044M (diamantes) e 100 com raio R =
0, 014M (triaˆngulos). A distaˆncia entre alvos foi mantida fixa em lt = 25rv em todas as
configurac¸o˜es.
4.2 Fragmentac¸a˜o Heterogeˆnea
Na natureza, a distribuic¸a˜o dos recursos e´ feita de forma heterogeˆnea, tanto no tama-
nho e forma das reservas de alimento quanto na sua qualidade. Para generalizar o caso
homogeˆneo e verificar se os resultados obtidos ainda sa˜o observados com a introduc¸a˜o de
heterogeneidades, foi desenvolvido um modelo bastante simples onde o ambiente gerado
passa a ser constitu´ıdo de fragmentos heterogeˆneos.
4.2.1 Modelo
A fragmentac¸a˜o heterogeˆnea foi constru´ıda de treˆs formas distintas:
• Raio randoˆmico: O valor de R passa a ser sorteado randomicamente em uma lista
de valores limitada em 0, 03M < R < 0, 3M . A distaˆncia entre alvos lt e´ mantida
fixa.
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• Distaˆncia entre alvos randoˆmica: O processo e´ o mesmo descrito acima, onde lt
pertence ao intervalo 5rv < lt < 350rv. Agora o raio R passa a ser fixo.
• Raio e distaˆncia entre alvos randoˆmicos: O raio e´ sorteado de forma randoˆmica e
enta˜o um nu´mero fixo de alvos Nt e´ distribu´ıdo nele. Raios grandes associam-se
enta˜o a reservas esparsas, enquanto que reservas pequenas sera˜o densas.
O conjunto de regras dinaˆmicas continua a ser o utilizado ate´ agora nas simulac¸o˜es, o
nu´mero ma´ximo de detecc¸o˜es e´ fixado em ǫmax = 5, o raio de visa˜o e´ mantido rv = 1 e o
nu´mero de alvos a serem encontrados durante a busca e´ Q = 104 com 2, 5× 103 me´dias.
4.2.2 Resultados
As treˆs formas de fragmentos heterogeˆneos gerados esta˜o ilustradas nas figuras-4.14,4.16
e 4.18, bem como parte da trajeto´ria executada pelos forrageadores no espac¸o de busca. O
caso onde o raio e´ escolhido de forma randoˆmica e a densidade de alvos e´ mantida fixa esta´
na figura-4.14, com as curvas de eficieˆncia correspondentes na figura-4.15. Assim como no
caso homogeˆneo, o ma´ximo permanece em µ ≈ 2, o que pode ser justificado pela menor
distaˆncia percorrida caracter´ıstica deste expoente, facilmente identificada na figura-4.14.
µ = 1,1 µ = 2,0 µ = 3,0
Figura 4.14: Trajeto´rias de busca em ambiente com reservas de raios randoˆmicos e den-
sidade fixa. Foram dispostos 10 fragmentos com raios no intervalo 0, 03M < R < 0, 3M
com distaˆncia entre alvos fixa em lt = 10rv. O crite´rio de parada foi a localizac¸a˜o de
Q = 10 alvos.
Para o ambiente onde a qualidade das reservas foi variada (figura-4.16), o forrageador
pro´ximo do bal´ıstico atravessa os corredores vazios nos fragmentos esparsos e localiza os
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Figura 4.15: Eficieˆncia em func¸a˜o da estrate´gia para ambiente com reservas de raio randoˆ-
mico. Configurac¸a˜o: lt = 10rv, 0, 03M < R < 0, 3M e Np = 10 (c´ırculos) e Np = 5
(quadrados). O ma´ximo de η permanece em µ ≈ 2.
alvos nas bordas dos fragmentos mais densos. O buscador browniano concentra-se em
apenas uma reserva, percorrendo uma longa distaˆncia na detecc¸a˜o. A estrate´gia µ = 2, 0
novamente revela-se a o´tima ao percorrer a menor distaˆncia para a detecc¸a˜o da reserva e
completar a busca com apenas uma visita, o que leva a` sua maximizac¸a˜o da eficieˆncia no
gra´fico-4.17.
µ = 1,1 µ = 2,0 µ = 3,0
Figura 4.16: Trajeto´rias em ambiente com reservas de diferentes qualidade, mas tamanho
fixo. Foram dispostos 10 fragmentos de raio R = 0, 1M e distaˆncia entre alvos no intervalo
5rv < lt < 350rv. A simulac¸a˜o foi encerrada apo´s cada forrageador encontrarQ = 10 alvos.
O u´ltimo caso, com distaˆncia entre alvos e raios randoˆmicos (figura-4.18) foi constru´ıdo
de modo que reservas pequenas apresentem alta densidade enquanto que as maiores sa˜o
esparsas. O padra˜o de busca e´ o mesmo dos casos anteriores, e a maximizac¸a˜o da eficieˆncia
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Figura 4.17: Eficieˆncia em func¸a˜o da estrate´gia para o caso de reservas de mesmo raio e
distaˆncia entre alvos randoˆmica. Configurac¸a˜o: 5rv < lt < 350rv, R = 0, 1M e Np = 10
(c´ırculos) e Np = 5 (quadrados). Ma´ximo de η atingido em µ ≈ 2.
na figura-4.19 e´ atingida em µ ≈ 2. Ambientes com fragmentos heterogeˆneos confirmam
os resultados obtidos na situac¸a˜o homogeˆnea, generalizando o fato de que µopt ≈ 2 e´ a
estrate´gia o´tima para uma busca aleato´ria.
µ = 1,1 µ = 2,0 µ = 3,0
Figura 4.18: Trajeto´rias em ambiente com variac¸a˜o no raio e densidade de alvos nas
reservas. Foram dispostos 10 fragmentos de raios no intervalo 0, 03M < R < 0, 3M com
distaˆncia entre alvos correspondentes no intervalos 17rv < lt < 170rv, sendo que o nu´mero
de alvos foi mantido fixo em 1000 s´ıtios por reserva. A simulac¸a˜o foi encerrada apo´s a
localizac¸a˜o de Q = 10 alvos.
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Figura 4.19: Eficieˆncia em func¸a˜o da estrate´gia para ambiente com reservas de raio e
distaˆncia entre alvos randoˆmica. Configurac¸a˜o: 17rv < lt < 170rv, 0, 03M < R < 0, 3M
e Np = 10 (c´ırculos) e Np = 5 (quadrados). Ma´ximo de η associado a µ ≈ 2.
4.3 Mudanc¸a de Estrate´gia de Busca
O resultado para a detecc¸a˜o de reservas apresentado na sec¸a˜o-3.2.1 sugere que um bus-
cador pro´ximo do bal´ıstico representa a melhor estrate´gia para a localizac¸a˜o de reservas.
Foi proposto enta˜o um modelo em que o buscador tenha informac¸o˜es sobre o ambiente:
ele reconhece estar dentro ou fora de um fragmento e pode mudar a sua pro´pria estrate´gia
de busca conforme a sua posic¸a˜o.
Atrave´s do mecanismo da troca de estrate´gia, pretende-se chegar a qual o modo de
explorac¸a˜o ideal para as regio˜es com alvos, e descobrir se ha´ dependeˆncia entre a melhor
estrate´gia interior e a densidade e raio das reservas.
4.3.1 Modelo
O modelo para essa situac¸a˜o possui o mesmo gerador de ambientes discutido na sec¸a˜o-
4.1.1 e um acre´scimo no conjunto de regras dinaˆmicas:
1. Se as coordenadas do buscador (x, y) estiverem no interior de um fragmento, seu
salto sera´ escolhido pela distribuic¸a˜o P (ℓj) ∼ ℓ−µj .
2. Caso (x, y) estejam na regia˜o externa a`s reservas, o expoente da lei de poteˆncias
sera´ trocado para µ = µ∗. Este valor µ∗ portanto caracteriza´ o regime de busca feito
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fora das reservas, e apenas o expoente µ sera´ variado no interior dos fragmentos. O
salto e´ truncado quando ha´ detecc¸a˜o de alvos, e na˜o quando o buscador entra em
uma reserva, ou seja, a verificac¸a˜o de coordenadas e´ feita apenas no fim do salto. A
figura-4.20 traz uma ilustrac¸a˜o da busca regida por estas regras.
µ = µ∗
µ
µ = µ∗
Figura 4.20: Trecho da caminhada com troca de estrate´gia. Na regia˜o exterior a`s reservas,
o expoente da distribuic¸a˜o do comprimento dos passos e´ fixo em µ∗. Regimes que se
aproximam do caso bal´ıstico sa˜o mais eficientes nesta etapa da caminhada que envolve
uma busca pelos fragmentos. No interior o expoente µ e´ variado de modo a encontrar o
melhor conjunto (µ, µ∗) para a busca.
Para o ca´lculo da eficieˆncia das buscas, variou-se a estrate´gia de busca interna a` reserva
no intervalo 1 < µ ≤ 3 em diferentes densidades e tamanhos de fragmentos, sendo que
na regia˜o exterior os saltos seguem µ∗ = 1, 1. A figura-4.21(a) traz o comportamento
de η para uma configurac¸a˜o com 10 fragmentos densos (lt = 10rv) de raio R = 0, 1M ,
caso onde a estrate´gia o´tima e´ atingida quando µ → 3, ou seja, o movimento browniano
executado no interior das reservas e´ o mais eficiente. Ha´ uma saturac¸a˜o nos valores de η
quando µ ≥ 2, 5, ou seja, nesse intervalo de expoentes a eficieˆncia independe da estrate´gia.
Fazendo uma comparac¸a˜o com os valores de η no caso sem mudanc¸a de estrate´gia, conclui-
se que houve um aumento em aproximadamente 20% no valor ma´ximo de η. No caso
esparso (lt = 100rv) da figura-4.21(b) apesar da maior distaˆncia entre alvos as estrate´gias
pro´ximas de µ → 3 continuam sendo mais eficientes. O movimento browniano para
estas situac¸o˜es e´ mais vantajoso porque diminui a necessidade de eventos de detecc¸a˜o
da reserva, percorrendo uma distaˆncia menor quando comparado a`s demais estrate´gias.
Nesta situac¸a˜o, o valor ma´ximo de η atingido apo´s a mudanc¸a de estrate´gia de busca e´
60% maior quando comparado a` busca simples. Este modelo de caminhada com uma
dependeˆncia entre o expoente da distribuic¸a˜o de passos e a densidade de alvos portanto
representa uma busca mais eficiente do que o caso onde na˜o ha´ mudanc¸a na estrate´gia de
busca.
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Figura 4.21: Eficieˆncia para o problema da mudanc¸a de estrate´gia de busca. Em (a) uma
configurac¸a˜o densa com lt = 10rv e em (b) o caso esparso com lt = 100rv. Os detalhes
trazem para efeitos de comparac¸a˜o a eficieˆncia da busca sem a mudanc¸a de estrate´gia. O
ambiente e´ composto por Np = 10 fragmentos de raio R = 0, 1M .
4.4 Concluso˜es Parciais
• A busca em ambientes com mais de um fragmento apresenta os mesmos resultados do
caso simplificado de apenas uma reserva (cap´ıtulo-3). A estrate´gia o´tima continua
sendo verificada para µ ≈ 2, independente do nu´mero de reservas, tamanho ou
densidade.
• Ao dividir uma a´rea em fragmentos menores de mesma densidade temos uma dimi-
nuic¸a˜o na eficieˆncia energe´tica da busca.
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• A introduc¸a˜o de heterogeneidades simples, como a variac¸a˜o do tamanho e densidade
das reservas na˜o conduz a resultados diferentes dos ja´ verificados em fragmentos
homogeˆneos.
• A mudanc¸a de estrate´gia de busca em resposta a` configurac¸a˜o do ambiente leva a um
ganho na eficieˆncia energe´tica. Regimes com µ = 1, 1 na regia˜o externa a`s reservas
e µ = 3, 0 no interior levam aos maiores valores observados para a eficieˆncia.
Capı´tulo 5
Eficieˆncia Energe´tica de Mu´ltiplas Tarefas
A utilizac¸a˜o do mesmo ca´lculo de eficieˆncia energe´tica em ambientes homogeˆneos e
fragmentados na˜o permite que caracter´ısticas intr´ınsecas da busca onde os alvos concentram-
se em aglomerados sejam exploradas. O objetivo do cap´ıtulo e´ desenvolver uma nova
fo´rmula para a eficieˆncia com um nu´mero maior de paraˆmetros referentes a` dinaˆmica da
caminhada em um ambiente fragmentado. O buscador, que antes necessitava apenas lo-
calizar o maior nu´mero de alvos percorrendo a menor distaˆncia, agora devera´ otimizar
mu´ltiplas tarefas durante a caminhada.
O espac¸o de busca pode ser dividido em duas regio˜es distintas: as reservas com ali-
mento e o meio vazio entre elas. No forrageamento, ao sair da regia˜o de alvos o animal
vai aumentar a sua exposic¸a˜o aos poss´ıveis predadores e ao mesmo tempo se distanciar
da fonte de alimentos [53, 54]. Uma caminhada onde o animal passe mais tempo no
interior dos fragmentos do que no exterior e´ mais segura. Para compor uma dieta com
as necessidades de diferentes nutrientes, espera-se que o animal visite mais de uma fonte
de alimento durante a sua busca [55]. Ale´m disso, uma busca com maior diversidade de
reservas visitadas evita a super-explorac¸a˜o de um u´nico recurso, o que leva a um maior
equil´ıbrio no ambiente.
A nova eficieˆncia energe´tica desenvolvida objetiva-se a suprir as caracter´ısticas cita-
das acima e analisar o comportamento energe´tico das estrate´gias de busca com novos
paraˆmetros.
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5.1 Modelo
A nova forma funcional para a eficieˆncia energe´tica em ambientes fragmentados favo-
rece estrate´gias de busca que apresentam as seguintes caracter´ısticas:
1. O forrageador deve fazer a busca de forma a visitar o maior nu´mero de fragmentos
distintos N∗p . Para implementar isto, o fator N
∗
p/Np na nova fo´rmula (valores no
intervalo 0 < N∗p/Np ≤ 1) sera´ maior quanto mais reservas forem visitadas.
2. O consumo dos alvos por reserva deve ser feito de forma equilibrada. Se o nu´mero
total de alvos a detectar e´ T , enta˜o n = T/N∗p e´ a quantia ideal de alvos a ser
encontrada em cada reserva. Na fo´rmula, o denominador
[
1 + |n−nm
nm
]
assumira´ os
menores valores quando a quantidade de alvos encontradas em uma reserva nm for
tal que nm ≈ n. Portanto, estrate´gias que diminuem o denominador em questa˜o
levam a maiores valores para a eficieˆncia.
3. O espac¸o de busca possui duas regio˜es distintas: o espac¸o vazio e as reservas com
alvos. Considera-se enta˜o que a busca dentro das reservas oferece uma maior se-
guranc¸a ao forrageador, ja´ que e´ energeticamente desfavora´vel ele permanecer no
espac¸o vazio e longe dos alvos. Isto e´ feito definindo:
L ≡ LE + αLI , (5.1)
onde LE e´ a distaˆncia total percorrida no exterior das reservas e LI corresponde
ao percorrido no interior. O paraˆmetro adimensional α (0 < α < 1) diminui a
distaˆncia percorrida no interior das reservas, beneficiando as estrate´gias que passam
um tempo maior de busca no interior dos fragmentos.
A fo´rmula proposta para o ca´lculo da eficieˆncia mista η que satisfaz as condic¸o˜es discutidas
e´ dada por:
η =
N∗p
Np
1
L
m=N∗p∑
m=1
nm[
1 + |n−nm|
nm
] , (5.2)
onde o somato´rio e´ realizado sobre os fragmentos visitados durante a busca. A figura-5.1
traz um exemplo de busca onde as quantidades para o ca´lculo de η sa˜o ilustradas.
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Figura 5.1: Ilustrac¸a˜o das grandezas do novo ca´lculo de eficieˆncia. Nessa situac¸a˜o, o
buscador visitou N∗p = 2 de Np = 3 reservas do ambiente. A distaˆncia total percorrida
foi L = LE(1) + LE(2) + α [LI(1) + LI(2)]. O nu´mero de alvos a serem encontrados foi
T = 10, a me´dia de alvos por reserva n = 5, sendo que foram detectados n1 = 4 e n2 = 6
alvos no primeiro e segundo fragmento, respectivamente.
5.2 Resultados
Os resultados apresentados foram obtidos a partir de simulac¸o˜es onde os paraˆmetros
de busca foram fixados em: i) tamanho da rede M = 104, ii) ma´ximo de detecc¸o˜es de
um mesmo alvo εmax = 5, iii) alvos a serem encontrados T = 10
4, iv) nu´mero de me´dias
Q = 2000. Sera´ claramente especificado no texto quando alguma simulac¸a˜o do cap´ıtulo
na˜o seguir este conjunto de paraˆmetros.
As simulac¸o˜es seguem o mesmo conjunto de regras dinaˆmicas dos cap´ıtulos anteriores
e as alterac¸o˜es sa˜o feitas apenas no ca´lculo da eficieˆncia energe´tica. Portanto, quantidades
como distaˆncia percorrida e as trajeto´rias envolvidas continuam as mesmas e o foco deste
cap´ıtulo esta´ na apenas na ana´lise de η.
5.2.1 A Eficieˆncia Mista
A eficieˆncia mista η calculada a partir de (5.2) possui estrate´gias o´timas que, diferente-
mente dos resultados no cap´ıtulo-4 dependem fortemente da configurac¸a˜o dos fragmentos
e o ma´ximo em µ ≈ 2 deixa de ser verificado em alguns casos.
O gra´fico na figura-5.2 traz essa mudanc¸a no µopt atrave´s da variac¸a˜o da densidade
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das reservas, com as curvas da eficieˆncia mista para dois valores do peso α da equac¸a˜o
(5.1) e a eficieˆncia tradicional (agora denotada por η). No caso mais denso simulado
(lt = 5rv, figura-5.2(a)), ha´ uma translac¸a˜o do valor o´timo de µ para a esquerda, tanto
no ca´lculo da eficieˆncia tradicional (µ = 1, 8) quanto no da eficieˆncia mista (µ = 1, 3).
Para a eficieˆncia mista, o que acontece e´ que estrate´gias mais pro´ximas do regime ba-
l´ıstico visitam uma maior quantidade de reservas no decorrer da busca, como pode ser
visto na tabela-5.1. O fator N∗p/Np, que pode ser obtido na tabela-5.1 diminui drastica-
mente com o aumento de µ para lt = 5rv, contribuindo para a translac¸a˜o do ma´ximo de
η. Quando a distaˆncia entre alvos aumenta, o nu´mero de reservas visitadas passa a na˜o
depender da estrate´gia de busca, e de acordo com a tabela-5.1 N∗p/Np = 1 e esse peso
deixa de influenciar a localizac¸a˜o de µopt. Nas figuras-5.2(b), (c) e (d) a translac¸a˜o de µopt
em func¸a˜o de lt e´ facilmente visualizada. A figura-5.3 traz o expoente o´timo como func¸a˜o
da distaˆncia entre alvos lt e ilustra a dependeˆncia discutida acima entre as duas grandezas.
Estrate´gia lt = 5rv lt = 15rv lt = 55rv lt = 95rv
µ = 1, 1 87,1% 100,0% 100,0% 100,0%
µ = 2, 0 40,5% 99,0% 100,0% 100,0%
µ = 3, 0 16,1% 36,0% 99,0% 100,0%
Tabela 5.1: Porcentagem dos fragmentos visitados em relac¸a˜o a` distaˆncia entre alvos lt.
A configurac¸a˜o do ambiente e´ a mesma da figura-5.2.
Para uma ana´lise mais completa sobre a variac¸a˜o de µopt em func¸a˜o da geometria
do ambiente, foi analisada a dependeˆncia entre a estrate´gia o´tima (aqui fixada como a
correspondente ao peso α = 0, 2) e o raio da reserva R para uma situac¸a˜o densa com
10 fragmentos de distaˆncia entre alvos lt = 10rv. A figura-5.4 traz a dependeˆncia entre
µopt e R. Com o aumento do tamanho da reserva, o expoente o´timo diminui de µopt = 2
(R = 0, 01M) a µopt = 1, 7 (R = 0, 1M). Assim como nas curvas de η no gra´fico-5.2 onde
a translac¸a˜o de µopt era governada pela raza˜o N
∗
p/Np, o aumento do raio tambe´m corres-
ponde a uma variac¸a˜o no nu´mero de reservas visitadas, como pode ser visto na tabela-5.2.
Reservas pequenas aumentam o nu´mero de visitas, como foi discutido na sec¸a˜o-3.2.3 do
cap´ıtulo-3, e ao deixar uma reserva o forrageador podera´ detectar outra. Se estes eventos
acontecem com maior frequ¨eˆncia, enta˜o mais reservas sera˜o detectadas, e o peso N∗p/Np
na˜o exercera´ mais influeˆncia dominante sobre η e a estrate´gia o´tima volta a ser µopt ≈ 2.
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Figura 5.2: Eficieˆncia mista (normalizada por l2t ) em func¸a˜o da estrate´gia para diferentes
densidades. A linha tracejada representa a eficieˆncia tradicional (aqui denotada por η),
e a eficieˆncia mista e´ ilustrada para α = 0, 2 (c´ırculos) e α = 1 (quadrados). Em (a) a
configurac¸a˜o dos fragmentos e´ bastante densa, e o ma´ximo de η e´ atingido em µ = 1, 8,
enquanto que no novo ca´lculo a estrate´gia o´tima e´ dada por µ = 1, 3. Em (b) o ambiente
fica menos denso e o o´timo de η corresponde a µ = 2, na nova eficieˆncia o ma´ximo e´
µ = 1, 8. Em (c) e (d) os fragmentos se tornam mais esparsos e a eficieˆncia tradicional η e´
otimizada em µ = 2 enquanto que a eficieˆncia mista possui seu ma´ximo em µ = 1, 9. Em
todas as configurac¸o˜es o nu´mero de reservas foi mantido em Np = 10 com raio R = 0, 1M
cada.
De fato, enquanto que para R = 0, 01M praticamente todas as reservas sa˜o exploradas
por todas as estrate´gias, ha´ uma reduc¸a˜o significativa para R = 0, 1M , onde µ = 2, 0
visita em me´dia 82,1% dos fragmentos e µ = 3, 0 apenas 23,9%.
Ao aumentar o nu´mero de reservas dispon´ıveis no ambiente, revela-se uma dependeˆn-
cia entre Np e µopt, como pode ser visto na figura-5.5. Para configurac¸o˜es com apenas uma
reserva, o expoente o´timo associado e´ µopt = 2, 1, chegando a µopt = 1, 7 em ambiente com
10 fragmentos. A tabela-5.3 traz a porcentagem de reservas visitadas quando o nu´mero de
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Figura 5.3: Comportamento de µopt em func¸a˜o da distaˆncia entre alvos lt. Configurac¸o˜es
mais esparsas resultam em um aumento no valor de µopt. O ambiente possui Np = 10
fragmentos de raio R = 0, 1M e distaˆncia entre alvos avaliada no intervalo 5rv ≤ lt ≤ 95rv.
Estrate´gia R = 0, 01M R = 0, 02M R = 0, 04M R = 0, 08M R = 0, 1M
µ = 1, 1 100,0% 100,0% 100,0% 100,0% 100,0%
µ = 2, 0 100,0% 100,0% 99,8% 90,4% 82,1%
µ = 3, 0 98,6% 75,2% 43,2% 26,3% 23,9%
Tabela 5.2: Porcentagem dos fragmentos visitados em relac¸a˜o ao raio das reservas R . A
configurac¸a˜o do ambiente e´ a mesma da figura-5.4.
fragmentos dispon´ıveis aumenta. Para um mesmo nu´mero de reservas visitadas N∗p , a ra-
za˜o N∗p/Np sera´ maior quando o ambiente tiver poucas reservas dispon´ıveis, o que justifica
os valores da tabela-5.3. Assim como no caso da variac¸a˜o do tamanho, o deslocamento de
µopt para a esquerda acontece devido a` diminuic¸a˜o do termo N
∗
p/Np quando µ→ 2.
Estrate´gia Np = 1 Np = 2 Np = 4 Np = 6 Np = 8 Np = 10
µ = 1, 1 100,0% 100,0% 100,0% 100% 100,0% 100,0%
µ = 2, 0 100,0% 100,0% 98,8% 95,4% 89,4% 82,1%
µ = 3, 0 100,0% 74,5% 47,7% 35,7% 29,1% 24,2%
Tabela 5.3: Porcentagem dos fragmentos visitados em relac¸a˜o ao nu´mero de reservas Np.
A configurac¸a˜o do ambiente e´ a mesma da figura-5.5.
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Figura 5.4: Comportamento de µopt em func¸a˜o do raio. Ao aumentar o valor de R, o valor
de µopt decresce. O ambiente utilizado corresponde a Np = 10 fragmentos com distaˆncia
entre alvos de lt = 10rv, e raios no intervalo 0, 01M ≤ R ≤ 0, 1M .
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Figura 5.5: Variac¸a˜o de µopt em func¸a˜o do nu´mero de fragmentos. Com o aumento da
quantidade de reservas o expoente o´timo diminui. O ambiente e´ composto por 1 ≤ Np ≤
10 fragmentos de raio fixo R = 0, 1M e distaˆncia entre alvos lt = 10rv.
5.3 Definic¸a˜o Alternativa para a Eficieˆncia Mista
Ate´ agora, todas as simulac¸o˜es feitas possu´ıam como paraˆmetro em comum o crite´rio
de parada em Q = 104 alvos. Com a eficieˆncia mista o buscador possui um melhor
desempenho quando visita mais fragmentos durante a sua caminhada, e animais com
estrate´gias pro´ximas de µ = 1, 1 tendem a visitar um maior nu´mero de reservas (ver
tabelas-5.1, 5.2 e 5.3). Foi proposta enta˜o uma nova forma de busca, onde o crite´rio de
parada passa a ser visitar todos osNp fragmentos do ambiente. A simulac¸a˜o e´ interrompida
5.3. Definic¸a˜o Alternativa para a Eficieˆncia Mista 67
ao ser encontrado o primeiro alvo da u´ltima reserva do ambiente, e a definic¸a˜o da eficieˆncia
passa a ser:
η =
1
L
m=Np∑
m=1
nm[
1 + |n−nm|
nm
] , (5.3)
onde agora o nu´mero me´dio de alvos por reserva fica:
n =
T
Np − 1 (5.4)
e T e´ a quantidade de alvos encontrados durante a caminhada. As demais grandezas
possuem as mesmas definic¸o˜es da equac¸a˜o-(5.2).
5.3.1 Resultados
As simulac¸o˜es para os resultados desta sec¸a˜o possuem como conjunto fixo de paraˆme-
tros i) tamanho da rede M = 104, ii) ma´ximo de detecc¸o˜es de um mesmo alvo εmax = 5,
iii) nu´mero de me´dias Q = 5000. Nesta situac¸a˜o, as curvas para Lin, Lout e L sa˜o
modificadas e na˜o possuem mais a minimizac¸a˜o em µ ≈ 2 como nos cap´ıtulos anteriores.
O regime pro´ximo do bal´ıstico µopt = 1, 1 encontra todas as reservas rapidamente e mi-
nimiza Lin, Lout e L tanto para a configurac¸a˜o densa (figura-5.6) quanto para a esparsa
(figura-5.7). O forrageador browniano (µ = 3, 0) percorre os maiores valores de Lin, Lout
e L nas duas configurac¸o˜es. Ao exigir que todas as reservas sejam visitadas, o nu´mero de
alvos consumidos aumenta junto com L, como pode ser visto na figura-5.8. O nu´mero de
alvos encontrados para o caso denso da figura-5.8(a) e´ maior (aproximadamente por um
fator 102) do que os valores no caso esparso em (b).
As curvas de eficieˆncia na figura-5.9 trazem como ma´ximo µ ≈ 2, tanto no caso denso
(a) quanto no esparso (b). Apesar de µ = 1, 1 ser a estrate´gia que percorre a menor
distaˆncia na busca, o nu´mero de alvos encontrados pelo buscador pro´ximo do regime ba-
l´ıstico tambe´m e´ baixo, o que diminui η. Ale´m disso, o forrageador browniano (µ = 3, 0)
detecta o maior nu´mero de alvos, pore´m percorre a maior distaˆncia em comparac¸a˜o a`s
demais estrate´gias. Estes comportamentos de µ = 1, 1 e µ = 3, 0 contribuem para uma
reduc¸a˜o nos valores de η associados a estes expoentes. Esta compensac¸a˜o entre os valores
de Lin, Lout e T faz com que µ ≈ 2 volte a ser a estrate´gia o´tima para a busca segundo o
5.3. Definic¸a˜o Alternativa para a Eficieˆncia Mista 68
1 1,5 2 2,5 30
1
2
3
4
1 1,5 2 2,5 30
0,5
1
1,5
1 1,5 2 2,5 30
0,5
1
1,5
2(a) (b)
(c)
L
in
/1
07
L
o
u
t/
10
7
L
/1
07
µµ
µ
Figura 5.6: Distaˆncia percorrida durante a busca em um ambiente denso. Em (a), Lin
corresponde a` distaˆncia percorrida no interior da reserva, em (b) na regia˜o exterior e (c)
o total. Configurac¸a˜o: R = 0, 1M , lt = 10rv e Np = 10.
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Figura 5.7: I´dem a` figura-5.6 mas para reservas esparsas (lt = 100rv).
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Figura 5.8: Nu´mero de alvos necessa´rios para completar a detecc¸a˜o T em func¸a˜o da
estrate´gia de busca em ambiente denso (a) e esparso (b). Configurac¸a˜o: 10 reservas de
raio R = 0, 1M e distaˆncia entre alvos lt = 10rv (a) e lt = 100rv (b).
crite´rio onde todas as reservas devem ser visitadas.
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Figura 5.9: Eficieˆncia da busca (normalizada por l2t ) calculada a partir da equac¸a˜o (5.3)
para um ambiente denso (a) e esparso (b). A eficieˆncia tradicional η esta´ representada na
linha tracejada, e as curvas referentes a` eficieˆncia mista correspondem a α = 0, 2 (c´ırculos)
e α = 1 (quadrados). Nas duas situac¸o˜es, a maximizac¸a˜o das curvas e´ observada em µ ≈ 2.
Configurac¸a˜o: 10 reservas com R = 0, 1M e lt = 10rv (a) e lt = 100rv (b).
5.4 Concluso˜es Parciais
• A fo´rmula de eficieˆncia energe´tica espec´ıfica para ambientes fragmentados permite
uma interpretac¸a˜o mais real´ıstica do processo de busca, pois considera um buscador
que precisa otimizar diversas tarefas. Na realizac¸a˜o da caminhada, as estrate´gias
o´timas passam a depender da configurac¸a˜o do ambiente e do objetivo da busca.
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• Em ambientes com fragmentos densos a estrate´gia o´tima se aproxima do regime
bal´ıstico (µ→ 1). Ao aumentar a separac¸a˜o entre alvos (reservas esparsas), observa-
se uma translac¸a˜o do expoente o´timo ate´ ele se estabelecer em µ = 2.
• O tamanho das reservas tambe´m influencia na determinac¸a˜o da estrate´gia o´tima.
Quando as reservas sa˜o pequenas, o ma´ximo da eficieˆncia energe´tica e´ atingido para
µ = 2, ao passo que com o aumento da a´rea dos fragmentos o ma´ximo desloca-se
para valores a` esquerda.
• Em ambientes com poucas reservas, os valores o´timos para a eficieˆncia energe´tica sa˜o
encontrados em µ = 2. Aumentando o nu´mero de reservas dispon´ıveis, o expoente
o´timo novamente diminui.
• Mantendo a mesma fo´rmula para a avaliac¸a˜o da eficieˆncia mas alterando o objetivo
da busca (que passou a ser visitar todas as reservas do ambiente) temos que o
expoente o´timo passa a ser localizado em µ = 2.
Capı´tulo 6
Concluso˜es e Perspectivas
Neste trabalho foi feita uma generalizac¸a˜o dos modelos de busca aleato´ria tradicio-
nais (disposic¸a˜o homogeˆnea dos alvos) para ambientes fragmentados na˜o-destrutivos. A
caminhada foi constru´ıda usando a distribuic¸a˜o truncada de Le´vy (P (ℓ) ∼ ℓ−µ) para os
passos e uma distribuic¸a˜o uniforme para a orientac¸a˜o de cada salto. A estrate´gia o´tima
para o problema de busca em ambientes homogeˆneos na˜o-destrutivos e esparsos e´ bem
consolidada na literatura como µopt ≈ 2, e neste trabalho o resultado foi verificado em
ambientes fragmentados.
O primeiro conjunto de resultados foi constru´ıdo a partir de um modelo para apenas
uma reserva de alvos no ambiente. Nesta configurac¸a˜o simplificada a dinaˆmica de cada
estrate´gia µ foi estudada em detalhes ao separar a busca em duas partes: detecc¸a˜o da
reserva e localizac¸a˜o dos alvos. Para a primeira etapa da busca, o forrageador pro´ximo
do bal´ıstico apresenta grande vantagem frente a`s outras estrate´gias devido a` presenc¸a de
saltos longos que detectam rapidamente a regia˜o de alvos. Em contrapartida, para o modo
intensivo de busca no interior da reserva uma caminhada bal´ıstica deixa de ser a ideal
por na˜o possuir reorientac¸o˜es frequentes de modo que a capacidade de detecc¸a˜o dos alvos
diminui. Para equilibrar os dois modos de busca, a estrate´gia mais adequada encontrada
foi µ ≈ 2, que e´ o resultado obtido em configurac¸o˜es homogeˆneas e esparsas.
O problema de busca em va´rias reservas foi estudado inicialmente com a fo´rmula de
eficieˆncia tradicional e nesta situac¸a˜o apresentou os mesmos resultados para o expoente
o´timo da configurac¸a˜o com apenas uma reserva. A fim de generalizar o problema, foram
constru´ıdos ambientes com reservas heterogeˆneas, de diferentes tamanhos e densidades
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que tambe´m demonstraram os mesmos resultados para a maximizac¸a˜o de η. Para avaliar
os impactos da fragmentac¸a˜o sobre a eficieˆncia, foi dividida uma a´rea fixa em um nu´mero
varia´vel de reservas e enta˜o realizada a busca. Os maiores valores para η, independente da
estrate´gia, foram atingidos em um ambiente com apenas uma grande reserva, diminuindo
ao dividir a a´rea em mais fragmentos. Outro experimento proposto foi uma alterac¸a˜o na
estrate´gia de busca do forrageador como resposta a` densidade de alvos, de modo a compor
buscas intensivas no interior da reserva e extensiva no seu exterior. A combinac¸a˜o µ = 1, 1
no regime extensivo e µ = 3, 0 no intensivo conduz a` melhor estrate´gia nesta situac¸a˜o.
Por fim, foi proposta uma nova fo´rmula para a eficieˆncia da busca, com termos ca-
racter´ısticos para ambientes fragmentados. Basicamente, a nova eficieˆncia aumenta com
a diversidade da busca: quanto maior o nu´mero de reservas visitadas, maior sera´ o valor
de η. Em ambientes com fragmentos densos, estrate´gias pro´ximas do regime bal´ıstico ex-
ploram um maior nu´mero de reservas e consequentemente possuem uma maior eficieˆncia.
Quando as reservas passam a ser esparsas, todas as estrate´gias visitam praticamente o
mesmo percentual de reservas e o ma´ximo de eficieˆncia volta para µ ≈ 2. Com a mesma
eficieˆncia mista, foi feita uma nova abordagem a` busca alterando o crite´rio de parada, que
passa agora a ser a detecc¸a˜o de todas as reservas do ambiente. Neste caso, o ma´ximo de
η mais uma vez fica em µ ≈ 2 ao fazer o balanc¸o entre o nu´mero de alvos encontrados e
a distaˆncia percorrida na busca.
Na ana´lise das duas formulac¸o˜es para a eficieˆncia energe´tica da busca pode-se esperar
que as estrate´gias o´timas para cada caso dependam fortemente do objetivo da busca ale´m
da configurac¸a˜o do ambiente. Para a continuac¸a˜o do trabalho pretende-se abordar os
seguintes to´picos:
• Utilizar caminhadas correlacionadas na simulac¸a˜o da busca. A partir delas, o bus-
cador passa a ter uma direc¸a˜o preferencial de busca, o que na˜o e´ obtido com voˆos
de Le´vy.
• Generalizar o ambiente de busca para uma configurac¸a˜o destrutiva. Em ambientes
homogeˆneos, as estrate´gias o´timas observadas no caso destrutivo sa˜o diferentes das
obtidas para o caso na˜o-destrutivo, motivando a investigac¸a˜o de reservas destrutivas.
• Explorar mais fragmentos heterogeˆneos, alterando a qualidade das reservas no mesmo
ambiente. Fragmentos heterogeˆneos de qualidades diferentes representam a situac¸a˜o
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mais pro´xima da realidade das reservas ambientais, e seu estudo possui importaˆncia
no desenvolvimento de um manejo adequado a` preservac¸a˜o da fauna.
• Estudar a implementac¸a˜o de mecanismos de decisa˜o ao buscador. Na teoria do
forrageamento o´timo, existem relac¸o˜es para o tempo de permaneˆncia do animal no
interior do fragmento em func¸a˜o do seu balanc¸o energe´tico. Incorporar um busca-
dor com um certo grau de decisa˜o sobre a busca leva a uma melhoria no modelo,
tornando-o mais pro´ximo da realidade.
• Fazer uma ana´lise quantitativa mais aprofundada sobre o modelo com mudanc¸a de
estrate´gia de busca em resposta a` densidade do ambiente. Trabalhos experimentais
sustentam a hipo´tese de que a alternaˆncia de estrate´gias e´ observada e aumenta a
eficieˆncia, portanto e´ de interesse pra´tico acrescentar isto no modelo.
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